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Ein Äquivalent zum 1. Unvollständigkeitssatz

Von

C. C. Christian

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 7. März 1996
durch das w. M. Curt Christian)

Wir beweisen den Satz

Erw(T, Zp)OMax CstT]tRE(ThmT)

(In jeder maximal konsistenten Erweiterung T des Peanoformalismus Zp

(bzw. R. Robinsonformalismus ZRR) ist die Menge der Gödelzahlen von
Theoremen von T nicht rekursiv aufzählbar.)

Der zu beweisende Satz kann in dem Sinn als Äquivalent zum 1.
Unvollständigkeitssatz betrachtet werden, als zu seinem Beweis der 1.
Unvollständigkeitssatz verwendet wird, andererseits letzterer sich aus
dem ersten ergibt.

Als Prämissen für den zu beweisenden Satz benötigen wir für die durch

RE(M):MM\² s¨
f

·Rek Func( f )Owb f \M.

definierte rekursive Aufzählbarkeit (RE) zwei Äquivalenzsätze:

MD² ·] RE(M)M¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.

RE(M)M¨
R

·Rek Rel(R)Owb(R)\M.

Wir beweisen zunächst den ersten dieser beiden Sätze:

MD² ·] RE(M)M¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.



Der Graph Gf einer Funktion f ist definiert durch:

Gf (x, y):M f (x)\y oder Gf :\MSx, yTD f (x)\yN

FuncN(R):MFunc(R)O§
x

¨
y

R(x,y)

a) Rek Func ( f ) ·]
1.)
·] FuncN(Gf ) : Gf (x, y1)OGf (x, y2)]y1\ f (x)\y2, §

x

¨
y

Gf (x, y)

2.)
·] Rek Rel (Gf ) s(Gf ) bedeute die charakteristische Funktion von Gf

s(Gf ) (x, y)\1MGf (x, y),M f (x)\y,Ms\( f (x), y)\1

s(Gf ) (x, y)\s\( f (n2
1(x, y)), n2

2(x, y))

s(Gf ) (x, y)\s\ ( g (x, y), n2
2 (x, y)) mit g (x, y) :\ f (n2

1(x, y))

Rek Func ( f )]] Rek Func ( g), (s\), (n2
2),

nach dem Substitutionsschema:

Rek Func (s(Gf ) ), ergo: Rek Rel(Gf)

Rek Func( f ) ·]
3.)
·] wb(Gf )\wb( f )

yMwb(Gf )M¨
x

Gf (x, y),M ¨
x

f (x)\y ,MyMMy D¨
x

f (x)\yN\

\wb( f )

wb(Gf)\wb( f )

Rek Func( f )Owb( f )\M
1.)–3.)
]¨

R

·FuncN (R)ORek Rel(R)O

Owb(R)\M.
¨

f

·Rek Func( f )Owb( f )\M.]¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)O

Owb(R)\M.

b) FuncN(R)ORekRel(R)Owb(R)\M ·]

·] f (x):\(kz)(R(x,z))O§
x

¨
z

R(x,z )

\(kz ) (sR (x,z )\1)O§
x

¨
z

sR(x,z )\1
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a)
·] Hy2] ] Rek Func(sR) ergo: Rek Func ( f )

b)
·] Def f , Defk[0p] ] R (x, f (x))

·] f (x)\y]R (x, y)O0 R(x, y)]R(x, y)O§
z

·R(x,z)
Hy1
]y\z , ypz.

]y\(kz)R(x,z)

] f (x)\y

·] f (x)\yMR(x , y)

·] yMwb(R)M¨
x

R(x, y),M¨
x

f (x)\y,MyMMy D¨
x

f (x)\yN\

\wb( f )

] wb( f )\wb(R)
Hy3
\M

(a,b)
] ¨

f

·Rek Func( f )Owb( f )\M.

¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.]¨
f

·Rek Func( f )O

Owb( f )\M.

a,b)¨
f

·Rek Func( f )Owb( f )\M. ·M

·M¨
R

·FuncN (R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.

ergo M\² s¨
f

·Rek Func( f )Owb( f )\M.M

MM\² s¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.

Def RE] RE(M) ·MM\² s

s¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M. [{¯]

Da: Func(²), [xN² M]s² (x)\0\C1
0 (x), Rek Func(s² ), ergo

Rek Rel(²) Owb(²) \² ergibt sich, da tFuncN(²)

M\² ]Func(²) ORek Rel(²) Owb(²) \M

M\² ]¨
R

·Func(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.
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also nicht:
M\² s¨

R

·FuncN(R)ORekRel(R)Owb(R)\M. ·M

·M¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.

was durch Umsetzung mit Formel L* ergäbe:
RE(M)M¨

R

·FuncN(R)ORek Rel (R)Owb(R)\M,

sondern aus ¯ nur:

MD² ·M RE(M)M¨
R

·FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\M.

Wir zeigen nun den bekannten Satz:

RE(M)M¨
R

·Rek Rel(R)Owb(R)\M.

1.) Rek Rel(R)Owb(R)\M]

a)
] ² \² s¨

f

·Rek Func fOwb( f )\².

] M\² ]M\² s¨
f

·Rek Func fOwb( f )\M.

]RE(M)

b)
] MD² ]¨

m

mMM

]Def durch Fallunterscheidung

R((x)0, (x)1)] f (x)\(x)1

tR((x)0, (x)1)] f (x)\m

1.)
]Rek Func ( f )

2a)
·]yMwb( f )]¨

x

. f (x)\yO0

O0 R((x)0, (x)1 )](x)1\ f (x)\y

]R((x)0, y)
]yMwb(R)\M

O0 tR((x)0, (x)1)]y\ f (x)\mMM

O0 [R((x)0,(x)1)stR((x)0,(x)1)] ] yMM

]wb( f )UM
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2b)

]yMM
Hy2
]yMwb(R),¨

x

R(x, y),¨
x

R(([x, y])0,([x, y])1)O

Oy\([x, y])1

]¨
z

y\(z)1OR((z)0, (z)1), Def f ] f (z)\(z)1\y

]yMwb( f )

]MUwb( f )

]2a, 2b Part]¨
f

·Rek Func( f )O wb( f )\M.

Verdü

]M\² s¨
f

·Rek Func ( f )Owb( f )\M.

]RE(M)
a, b)

][M\² sMD² ]] RE(M)

¨
R

·RekRel(R)Owb(R)\M.]Rek (M).

2.) RE(M)MM\² s¨
f

·Rek Func f Owb f \M

]M\² ORek Rel(²) Owb(²) \² s0

s0 ¨
f

·Rek Rel(Gf )Owb(Gf)\wb( f )\M.

]¨
R

·Rek Rel(R)Owb(R)\M.

also 1.), 2.) RE(M)M¨
R

·Rek Rel(R)Owb(R)\M.

Weil im folgenden nicht benötigt, sei bloß angemerkt:
Wegen Rek Rel(R)MRek Rel(Ř), R\ Ř̌, wb(R)\db(Ř), db(R)\wb
(Ř) ergibt sich: ¨

R

·Rek Rel(R)Owb(R)\M.M¨
R

·Rek Rel(R)Odb(R) \

\M. also auch RE(M)M¨
R

·Rek Rel (R)Odb(R)\M.

Die anderen bekannten Äquivalente für RE werden hier nicht benötigt.
Wir wenden uns nun dem zu beweisenden Satz zu.

Erw(T, Zp)OMaxCst(T ) ]̈
]̈FuncN(R)ORek Rel(R)Owb(R)\ThmT

·]
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1.)
] zunächst 3 Hilfssätze:
1a) r (x):\(kz)R(x,z), dann Rek Func(r)O §

x,yMN

R(x, y)Mr (x)\y.

a)§
x

¨
y

R(x,y),r(x)\(kz)(sR(x,z)\1)O§
x

¨
y

sR(x,y)\1,Hy4]Rek Func(sR)

ergo Rek Func (r)

b) R(x, r(x)),r(x)\y]R(x, y)O0 R(x, y)]R(x, y)O§
z

·R(x, z)]

Hy3
]y\z, ypz .

]y\(kz)R(x,z)\r(x)
R(x, y)Mr(x)\y

1b) (Cľs°Něg°R)(x, y)Mr (x)\neg(cls( y))

(Cľs°Něg°R)(x, y)M¨
v,w

·R(x,v)ONěg(v,w)OCľs(w,y).

M¨
v,w

·R(x,v)ONeg(w,v)OCls(y,w).

1a)
M¨

v,w
·r (x)\vOneg(w)\vOcls( y)\w.

(Cľs°Něg°R )(x, y)Mr(x)\neg(cls( y))

1c) T*\L[MA D D—
T
AN], dann ThmT\ThmT*\EAxT*

a) AD—T
A]AMEAxT *, D—

T *
AB

OAD—T *
A] ¨

A1,...,AnMEAxT *

A1,...,An D—
L

AB
] ¨

A1,. . . ,An

D—
T

A1,. .. ,AnOA1,.. . ,An D—
L

A

AD—T
A] D—

T*
ABOAD—T *

A] D—
T
AB, T

Ded
\T *, ThmT\ThmT*

b) AD—T*
A

a)
] D—

T
A,AMEAxT *BOAAMEAxT *] D—

T*
A,a) D—

T

AB
ThmT *\EAxT *, Inexpansiv(T *), ThmT *\EAxT *

Erw(T,Zp)OMaxCst(T ) ··]

··] FuncN(R)ORekRel(R)Owb(R)\ThmT
·]
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2.)
]tFunc(Cľs°Něg°R)

P—
T

xDx, P—
T

§
x

xDx

cls(0xDx1)\0§
x

xDx1\clsA0§
x

xDx1B,

0xDx1D0§
x

xDx1

sei y1\0xDx1, y2\0§
x

xDx1, dann:

neg(cls( y1))\neg(cls( y2)), y1Dy2

] D—
T

t§
. . .

xDx,t§
. . .

§
x

xDx

] neg(cl( y1)), neg(cl( y2))MThmT\wb(R)Oy1Dy2

] ¨
x1,x2

r(x1)\neg(cls( y1))Or(x2)\neg(cls( y2))Oneg(cls( y1))\

\neg(cls( y2)).

Or (x1)\r (x2)O y1Dy2

]¨
x1

·r(x1)\neg(cls( y1))Or (x1)\neg(cls( y2))O y1Dy2.

] 1b)]] ¨
x1,y1,y2

·(Cľs°Něg°R)(x, y1)O(Cľs°Něg°R) (x, y2)O y1Dy2.

]t §
x,y1,y2

(Cľs°Něg°R)(x, y1),(x, y2)]y1\y2 .

]tFunc(Cľs°Něg°R)

Wegen Verfügbarkeit der zweiten Äquivalenz für RE ist es für den
weiteren Beweis nicht erforderlich, daß Func(Cľs°Něg°R). Hier sei auch
angemerkt: Die Verwendung von Neg°Cls°R anstelle von Cľs°Něg°R
wäre nicht zielführend.

3.)
] Rek Rel(Cľs°Něg°R)

1b)]] s(Cľs°Něg°R) (x, y)\1Ms\(r (x), neg(cls( y)))\1

s(Cľs°Něg°R) (x, y)\s\(r (n2
1 (x, y)), neg(cls(n2

2(x, y))))

1a) Rek Func(r), (neg), (cls), (nn
j ) ergo Rek Func(s(Cľs°Něg°R))

Rek Rel(Cľs°Něg°R)
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4.)
] wb(Cľs°Něg°R)\FrmTCThmT

4a)
] wb(Cľs°Něg°R)UFrmTCThmT

Erw(T,ZP)OMax Cst(T ) ··]

··] FuncN (R)ORek Rel (R)Owb(R)\ThmT
·]

·]yMwb(Cľs°Něg°R )]¨
x

(Cľs°Něg°R )(x, y)

1b) 1a)
]¨

x

·r (x)\neg(cls( y))OR(x,neg(cls( y))).

]neg(cls( y))MwbR\ThmT

Oneg(cls( y))MFrmT

CstT

] cls( y)NThmTOcls( y)MFrmT

]yNThmTOyMFrmT

]yMFrmTCThmT

] wb(Cľs°Něg°R)UFrmTCThmT

4b)
] FrmTCThmTUwb(Cľs°Něg°R)

yMFrmTCThmT]yMFrmTOt( yMThmT)

] ¨
AMfrmT

y\0A1Ot¨
B

y\0B1OBMThmT ,

§
B

· y\0B1]P—
T

B.

] ¨
AM frmT

y\0A1O0 [ y\0A1] ] P—
T

AO0 Vst(T )

] ¨
AMfrmT

y\0A1O D—
T

t§
. . .
A

] ¨
AMfrmT

neg(cls(y))\0t§
. . .
A1O0t§

. . .
A1MThmT

] neg(cls(y))M ThmT\wb R

] ¨
x

R(x,neg(cls( y))),1a)¨
x

r (x)\neg(cls( y))

nach Satz 1b)
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] ¨
x

(Cľs°Něg°R)(x, y)

] yMwb(Cľs°Něg°R )

] FrmTCThmTUwb(Cľs°Něg°R)

] 4a,b] ] wb(Cľs°Něg°R)\FrmTCThmT

5.)
] 3, 4, Partic]¨

R

·Rek Rel(R)Owb(R)\FrmTCThmT .

Erw(T, Zp)OMaxCst(T )]

]¨
R

·FuncN(R)ORekRel(R)Owb(R)\ThmT ·]

]¨
R

·RekRel(R)Owb(R)\FrmTCThmT .

Präm.OThmTD²]]
] RE (ThmT)]RE(FrmTCThmT)

]Rek(FrmT), RE( IN
[ FrmT)OHy] RE(ThmT)

] RE( IN
[ FrmTXThmT)O

IN
[ FrmTXThmT\

\INW[FrmTX0 INWThmT

\INW([FrmTXThmT)

\INW[(FrmTW[ThmT)

\
IN
[ (FrmTCThmT)

]RE( IN
[ (FrmTCThmT)Ooben:] RE(FrmTCThmT)

]Rek(FrmTCThmT)

]Rek ( IN
[ (FrmTCThmT)Ooben:] IN

[ (FrmTCThmT)\

\
IN
[ FrmTXThmT

]Rek( IN
[ FrmTXThmT)ORek(FrmT)

]Rek(
IN
[ FrmTXThmTW0 FrmT),

]Rek(INW[FrmTWFrmTX0 ThmTWFrmT )

]Rek(ThmTWFrmT )OThmTUFrmT

43Ein Äquivalent zum 1. Unvollständigkeitssatz



!

]Rek(ThmT)O1c] ThmT\ThmT *\EAxT *

]Rek(EAxT *)OErw(T *, T )OErwO(T,Zp)O

O[Cst T M]Cst T *

]Erw (T *, Zp)ORek (EAxT *)OCst(T *)

]1.Unvollständigkeitssatz]] tVst(T *)

]tVst(T *)OHy2] Vst T OT
Ded

\ T *, Vst(T *),

Erw (T, ZP)OMax Cst(T )]tRE(ThmT)
Als Corollar ergibt sich wegen des Vollständigkeits- und Korrektheits-

satzes T-Val\ThmT :

Erw(T,ZP)OMax Cst(T )][tRE(ThmT)M ]tRE(T-Val)

Als weiteres Corollar ergibt sich, daß in einer maximal konsistenten
Erweiterung von ZP auch die außerlogischen Theoreme von T nicht r.e.
sind:

Erw(T, ZP)OMaxCst(T ) ·]
·] RE(ThmTCThmL)]RE(ThmT W[ThmL)ORE(ThmL )

] RE(ThmT W[ThmLX0 ThmL )

] RE(ThmT X ThmL)OThmLU

UThmT ,ThmT\ThmT X ThmL

] RE(ThmT)

][tRE(ThmT)]]tRE(ThmTCThmL )

Erw(T,ZP)OMax Cst(T )]tRE(ThmTCThmL )

Ferner: Erw(T,ZP)OMax Cst(T )OInexpansiv(T )]AxT\ThmT

]AxTCThmL\ThmTCThmL

]EAxT\ThmTCThmL

]tRE(EAxT)

[MtRE(ThmTCThmL )]

Erw(T, ZP)OMax Cst(T )OInexpansiv(T) ·]tRE(EAxT )
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!

Man erhält leicht folgendes Kriterium für Inexpansiv

Max CstT ·]Inexpan(T )M §
AMFrmT

AMAxTst§
. . .
AMAxT .

a)
Vst T]]

Max CstT]Inexpan(T )] §
AMFrmT

· D—
T

As D—
T

t§
. . .
AOAxT\ThmT

] §
AMFrmT

·AMAxTst§
. . .
AMAxT .

b)
] §

AMFrmT

·AMAxTst§
...
AMAxT

·]§
A

· D—
T

A ·]

·]ANAxT ]t§
. . .
AMAxT .

] D—
T

t§
. . .
A, §

. . .
A

]tCstT,

]§
A

· D—
T

A¢
triv
AMAxT ., AxT\ThmT

]Inexpan(T)

Sei Tu die durch die Lindenbaum’sche Theorienfolge definierte Theorie
über Zp, für die bekanntlich gilt:

CstZP]Erw(Tu, Zp)OMax Cst(Tu)

Mittels der Definitionen für die Theorienfolge und Tu zeigt man leicht,
daß gilt:

Cst Zp] §
AMFrmTu

·AMAxTu
st§

. . .
AMAxTu

]mittels des vorigen Kriteriums: Inexpans (Tu)

und CstZp]Erw(Tu,Zp)OMaxCst(Tu)OInexpans(Tu)

]mittels vorigen Lemmas: tRE(EAxTu
)

Cst Zp]tRE(EAxTu
)OtRE (ThmTu

)

Der eben bewiesene Satz §
T

·Erw(T,ZP)OMax Cst (T )]tRE(ThmT).

kann, wie gesagt, im dem Sinn als Äquivalent des 1. Unvollständigkeits-
satzes betrachtet werden, als zu seinem Beweis der 1. Unvollständigkeits-
satz verwendet wurde, andererseits sich aus diesem Satz der 1.
Unvollständigkeitssatz sofort ergibt:
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Aus Rek (EAxT)]RE(ThmT) ergibt sich durch Transposition und
implikative Vorschaltung Erw(T, ZP)OMax CstT ·]tRE(ThmT )]
tRek(EAxT), ferner durch Anwendung von FL2, Generalisierung und
Allquantordistribution sowie Umbenennung gebundener Variablen im
Hinterglied

§
T

·Erw (T , ZP)OMax Cst(T )]tRE(ThmT ).]

]§
T @

·Erw(T @, ZP)OMaxCst(T @)]tRek(EAxT @).

]Erw (T ,ZP)OMaxCst(T )]§
T @

·T @Ded
\ T]

]Erw(T @,ZP)OMaxCst(T @ )

]Vorvorzeile:]tRek(EAxT @)

]t ¨
T @ Ded T

Rek (EAxT @)

]§
T

·Erw(T, ZP)OMaxCst(T )]tRek Axiomatisierbar (T ).

]t¨
T

·Erw (T, ZP)ORek Axbar(T )OCstT OVst(T ).

] 1. Unvollständigkeitssatz

Es sei bemerkt, daß die Umkehr des Satzes §
T MTheorie I

·Rek (EAxT )]

RE(ThmT). nicht gilt: Mit L*\LCGAKD—L

AHD gilt wie bei 1c: ThmL\

ThmL*\EAxL*

ergo: CtRek(ThmL )MDtRek(EAxL*)O0 [RE(ThmL )M]RE(ThmL*)

also ¨
T MTheorie I

·RE(ThmT)OtRek (EAxT).

Dagegen läßt sich unter Verwendung des bekannten Satzes als Prämisse

Inf(M) ·]Rek(M )M¨
f

·Rek Func( f )Owb( f )\MO§
n

· f (n) \ f (n]1).

zeigen, daß folgende Beziehung gilt:

RE(ThmT)M¨
T @

·T @
Ded
\ TORek (EAxT @) ·

MRek Axbar(T )
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!

woraus sich auch von hier aus die Äquivalenz des 1. Unvollständigkeits-
satzes mit dem zuvor anderweitig bewiesenen Satz ergibt:

§
T

·Erw(T, ZP)OMaxCst T]tRE (ThmT ).

M§
T

·Erw (T, ZP)OMax Cst T

]tRek Axbar(T ) ·

M 1. Unvollständigkeitssatz

Zunächst beweisen wir:

MUNOInf(M) ·]Rek (M)M¨
f

·Rek Func( f )O

O §
n MN

f (n)\ f (n]1)Owb ( f )\M.

Problem 4c) von Shoenfield, Mathematical Logic p. 138.

1.) Inf (M)OnMMO(kx)(M(x))\n]¨
iMM

n\(kx)(M(x)O i\x)

(mit M(x)MxMM) denn:

Inf (M)OnMMO(kx)(xMM)\n]

] ¨
a0, . .. ,akMM

MxMM Dx\nN\Ma0, . . . ,akNOak\maxMxMM Dx\nN

] akMMxMM Dx\nN, akMMOak\n

] aK MMOnMMOak\nO§
x

·xM MOak\x ·]x\n]

]xMMOx\n.

] xpak\x.

]

] akMMOnMMOak\nO§
x

·xMMOak\x]npx.

] akMMOn\(kx)(xMMOak\x)

] Part] ¨
iMM

n\(kx)(xMMO i\x)
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!

2.) Inf (M)ORek (M)]¨
f

·Rek Func ( f )O

O§
nMN

f (n)\ f (n]1)Owb( f )\M.; denn:

Inf (M)ORek (M) ·]

·] g (n):\(kx)(M(x)On\x)O0 ¨
n

§
x

·xMM]xpn ·]

]¨
n

MUMx DxpnNMFin, MMFin, Hy]

O0 §
n

¨
x

· xMMOn\x.ORek (M), (\), ergo Rek Func(g)

h(x, y):\g (n2
2 (x, y)), Rek Func (h)

Indukt. Def von f:

f (0):\(kx)M(x), f (n]1):\h(n, f (n)), Rek Func (h)

ORek (M)]] Rek Func ( f )

f (n]1)\h(n, f (n))\g (n2
2 (n, f (n))\g ( f (n))\(kx)(M(x)O f (n)\x)

also f (n]1)\(kx) (M(x))O f (n)\x), ergo M( f (n]1))O f (n)\

\ f (n]1)

M( f (0))O§
n

·M( f (n))
Veq
]M( f (n]1))., PMJ]§

n

M( f (n))

§
y

·yMwb( f )]¨
n

y\ f (n)MM., wb( f )UM

Inf (M)ORek (M)]
]MUwb( f ) denn:

]§
i\n

(iMM] iMwb ( f ))]

] nMM]n\(kx)(xMM)s(kx)(xMM)\n

] n\ f (0) s0 Inf (M)OnMMO(kx) (xMM)\n

] nMwb( f )s0 1.)]] ¨
iMM

n\(kx) (M(x)Oi\x),

i\n, JA] iMwb( f )

s0 ¨
iMM,k

n\(kx)(M(x)O i\x)O i\ f (k)
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s0 ¨
k

n\(kx)(M(x)Of (k)\x)
Def f
\ f (k]1)

s0 nMwb( f )

]§
n

: §
i\n

(iMM] iMwb( f ))](nMM]nMwb( f )):

PVJ] §
n

·nMM] nMwb( f ).

]MUwb( f )
zusammen:

Inf (M) ·]Rek(M)]¨
f

·Rek Func ( f )O§
n

f (n)\ f (n]1)O

Owb( f )\M.

3.) Inf(M) ·]¨
f

·Rek Func ( f )O§
n

f (n)\f (n]1)Owb( f )\

\M.]Rek(M). denn:

Inf (M) ·] Rek Func( f )O§
n

f (n)\ f (n]1)Owb( f )\M]

a)
]§

n

nO f (n) denn: 0Of (0)O§
n

·nOf (n)]

] nOf (n)\f (n]1),

] n]1O f (n]1).

b)
] M(n)M¨

kOn

f (k)\n

a) nMM ·] nMwb( f ), ¨
k

· f (k)\nOa)]]kOf (k)\

\n, ¨
kOn

f (k)\n

nMM]¨
kOn

f (k)\n

b) kOnO f (k)\n]nMwb( f )\M

¨
kOn

f (k)\n]nMM

a,b ] §
n

·M(n)M¨
kOn

f (k)\n., Rek Func ( f )]]

RekGn K¨kOn

f (k)\nH, ergo: Rek(M)
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!

Inf (M) ·]¨
f

·Rek Func( f )O§
n

f (n)\f (n]1)Owb( f )\M·]

]Rek(M)

2,3]] Inf(M) ·] Rek(M)M¨
f

·Rek Func( f )O§
n

f (n)\

\ f (n]1)Owb( f )\M.

Nun beweisen wir

RE(ThmT)MRek Axbar(T)

1.) RE (ThmT)]

]¨
f

·Rek Func fOwb( f )\ThmT . [s ThmT\²]

] zunächst 3 involvierte Definitionen

D1: EAxT @\GA0O . . .OAn /nMNO§
iOn

0Ai1\ f (i)H
D2: EAxT @\G0A0O . . .OAn1/nMNO§

iOn

0Ai1\ f (i)H
D3: Mit S(x):\x@

h( y, z):\[SZO, y, z],r(n, y):\ f (S (n2
1(n, y)))

H(n, y) :\h(n2
2(n, y), r(n, y))

und g (0):\f (0)O§
n

g (n@):\H(n,g(n)) gelangt man durch

Einsetzungen zu der nicht-schemagerechten induktiven
Definition

g(0)\ f (0)

g (n@)\[SZO, g (n), f (n@)]

(g (n@)\H(n, g (n))\h(n2
2(n,g (n)), r(n,g (n)))\h (n2

2 (n, g (n)),

f (S (n2
1(n, g (n)))))\h( g (n), f (n@))\[SZO, g (n), f (n@)])

Da f , S, h, r, HMRek Func ist Rek Func (g)
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RE(ThmT) ·]

a)

·] T @
Ded
\ T

a) BMEAxT @] D—
T

B

BMEAxT @]¨
n

B{A0O . . .OAnO§
iOn

0Ai1\ f (i),

§
iOn

0Ai1Mwb( f )\ThmT

] O D—
T

A0, . . . ,An

]¨
n

B{A0O . . .OAnO D—
T

A0O . . .OAn

] D—
T

B

b) D—
T

A] D—
T @
A

D—
T

A]0A1MThmT\wb( f )

]¨
iMN

0A1\ f (i )\0Ai1O§
jOi

0Aj1\ f ( j )

]A0O . . .OAi MEAxT @, D—
T @
A0O . . .OAi , D—

T @
Ai , D—

T @
A

D—
T

A] D—
T @
A

c) D—
T @
A] D—

T

A

D—
T @
A] ¨

Aj0
, . . . ,Aj

k

M̀ EAx T @

Aj0
, . . . ,Ajk

D—
L

A

] ¨
Aj

0
,...,Ajk

a)]] D—
T

Aj0
, . . . ,Ajk

O
5
Aj0

,...,Ajk
D—

L

A

] D—
T

A

]b,c)]]T @
Ded
\T
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b)
]a) Rek Func (g)O§

n

g (n)\g (n]1), wie sich aus der Def für g ergibt.

]b) wb(g)\EAxT @

1.) §
n

g (n)\0A0O . . .OAn1 MJ‘n §
i

0Ai1\ f (i )

g (0)\ f (0)\0A01

g (n)\0A0O . . .OAn1]g (n]1)\ [SZO, g (n), f (n]1)]

JA

\[SZO,0A0O...OAn1,0An]11]

]g(n]1)\0(A0O...OAn)OAn]11

PMJ] §
n

g (n)\0A0O...OAn1

2.) g (n)MM0A0O...OAm1 DmMNO§
iOm

f (i)\0Ai1N\EAxT @

§
n

g (n)MEAxT @

§
y

y Mwb(g)]¨
x

y\g (x)MEAxT @

wb(g)UEAxT @

3.) yMEAxT @]¨
n

y\0A0O . . .OAn1O§
iOn

0Ai1\ f (i )

]n\0]y\0A0
1\f (0)\g (0)\g (n)

n\m @]y\0(A0O . . .OAm)OAm]11

\[SZO, 0A0O . . .OAm1, 0Am]11 ]

b1.)

\ [SZO, g (m), f (m]1)]

\g (m@)\g (n)

]Cn\0s¨
m

n\m@]D y\g (n)

] yMwb(g)

EAxT @Uwb(g)
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2.,3.)]] wb(g )\EAxT @

] a) b) Part] ¨
g

·Rek Func(g )O§
n

g (n)\g (n]1)Owb(g)\EAxT @

] Prämisse] Inf (EAxT @)]] Rek (EAxT @)Oa)]T @
Ded
\ T

RE(ThmT)] ¨
T @ Ded
\T

Rek (EAxT @)

2.) Die Umkehr mittels §
T

·Rek(EAxT)]RE(ThmT).:

T @
Ded
\TORek(EAxT @)]ThmT @\ThmTORE(ThmT @)

¨
T @ Ded
\T

Rek(EAxT @)]RE(ThmT)

1,2] ¨
T @ Ded
\T

Rek (EAxT @)MRE(ThmT)

Rek Axbar(T)MRE(ThmT)

Abschließend noch eine Bemerkung: SeiN das Standardmodell SN,0, @,
],·T der natürlichen Zahlen und ZN :\L[MA DVal(A,N)N].

a) Klarerweise ist Erw(ZN, ZP)

b) Wegen D—
ZN

AMVal(A,N) und §
AMFrmN

t(Val(A,N)OVal(tA,N))

§
AMFrmZN

.Val(A,N)sVal(t§
. . .
A,N)

(aber t §
AMFrmZN

Val(A,N)sVal(tA,N).)

ist Cst ZNOVst ZN, also Max Cst(ZN)
also aufgrund des bewiesenen Satzes: tRE(ThmZN

)
Die Sätze unvollständiger, rekursiv axiomatisierter Subsysteme der

Zahlentheorie – wie des Peano- oder R. Robinsonformalismus-können
bekanntlich durch einen Idealcomputer aufgezählt (ausgegeben) werden,
die Sätze des vollständigen Systems der Zahlentheorie sind dagegen
durch einen Idealcomputer nicht aufzählbar (ausgebbar).

Zusammenfassend kann gesagt werden: Es wurde zum 1. Unvollstän-
digkeitssatz eine RE-Version angegeben und die Äquivalenz beider auf
zwei verschiedene Weisen bewiesen.

Definitionszusammenstellung einiger verwendeter Konzepte

Die klassische Rekursionstheorie wird als bekannt vorausgesetzt, 0A1
bedeutet die Gödelzahl der Formel A.
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Die rekursiven Funktionen neg und cls sind so definiert, daß
neg( 0A1)\ [SZ1,0A1]\0tA1, ebenso cls ( 0A1)\ 0§

. . .
A1, wo-

bei §
. . .
A den Abschluß (clausum) von A bedeutet; FreieVar ‘A\

Mx1, . . . ,xnN, so §
. . .
A{ §

x1,. . . ,xn

A. Ist f eine n-stellige Funktion, so bedeutet

Gf den Graphen von f und es gilt die Definition Gf (x1, . . . ,xn , y) M
f (x1, . . . ,xn , y)\y
Num:\Gnum, Cls:\Gcls; sR bedeutet die charakteristische Funktion vonR

sR :\MSx1, . . . ,xn , yTDR (x1, . . . ,xn)Oy\1s0 tR (x1, . . . ,xn)Oy\0N

Ř ist die Converse von R :Ř (x, y)MR (y,x)

T°S°R :\MSx, yTD¨
u,v

·R (x,u)OS(u,v)OT(v,y)N; wb(R):\M y D¨
x

R(x,y)N

Cst f o (K):M ¨
AMFrmK

P—
K

A

Vst (T) :M §
AMFrmT

D—
T

As D—
T

t§
. . .
A

M §
AMClFrmT

D—
T

AsD—
T

tA ClFrmT bedeutet eine Formel ohne

freie Variablen

Max Cst(K):MCst f o (K)O §
AMFrmK

.P—
K

A]tCstf o (K[A]).

Max Cst(T)MCst f o(T )OVst (T )

D—
K

A :M ¨
SMFinFrm

:
Seq

s lgs[1\AO §
i\ lg s

·siMAxiomKs

s ¨
j1,. . . jn\i

r M GrundRegelK

r (sj1
, . . . ,sjn

, si)

Erw(K @, K ) :MGrundRegK @ \GrundRegKO§
A

· D—
K

A] D—
K @
A.

T @
Ded
\T :M§

A

· D—
T @
AM D—

T @
A.

FrmT , ThmT bedeuten je nach dem Kontext die syntaktischen Gebilde
Formel von T oder Theorem in T oder die arithmetische T-Formelzahl
oder T-Theoremzahl.
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Inexpansiv(K):MThmK\AxiomK

EAxiomT :\AxiomTCThmL

T-Val:\MA D§
M

·Mod(M,T )]Val(A,M).N

\MA D§
M

·Mod(M ,T )] §
v :Var] DMD

ASM ,vT\1.H
Zp :\LC0,@,], ·;x@D0, x@\y @]x\y,A (0)O§

x

·A(x)]A (x@) · ·]§
x

A(x),

x]0\x, x]y @\(x]y)@ , x ·0\0, x ·y@\x ·y]xD
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Dr. Curt C. Christian, Straßergasse 43–47, A-1190
Wien.
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