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1. Einleitung

D. Hilbert1 hat gezeigt: Es gibt stets ganzzahlige Polynome

Pn�x� � a0 � a1X � � � � � anx
n

so daÞ �b
a
p2ndx

gegen Null strebt, wenn n gegen Unendlich geht und �bÿ a�<4 ist.Wir
geben dafÏr einen anderen Beweis und fÏllen eine LÏcke in der Hilbert-
schen Arbeit aus. Es wird gezeigt, daÞ die Behauptung �bÿ a�<4 die
schÌrfstmÎglichste ist, d.h. fÏr �bÿ a�54 ist der Satz falsch. Es wird
nun die Fragestellung verschÌrft.Wir verlangen, daÞ einTeil der Koe¤-
zienten von vorneherein Null ist.Wir zeigen zunÌchst: Es gibt zu jeder
natÏrlichen Zahl l eine Folge von Polynomen pn�x�, wo n � k:l und
a0 � a1 � � � � � a�kÿ1�l � 0, so daÞ�b

a
p2n�x�dx<�Mk

1 D. Hilbert, Ges. Abh. II., S. 367^370.



wo

Mk � lk
�n� 1��m�1�2

�m� 2��m�2�2

2

m
m2
2

24 35k

m � 2l ÿ 2 und lim lk � 1 ist.
Weiter wird gezeigt (Satz 3): Ist k1; k2; . . . eine monoton wachsende

Folge natÏrlicher Zahlen, so gibt es stets eine Folge von Polynomen

qn�x� � a0 � a1x
k1 � � � � � anÿ1xknÿ1

ai ganz, so daÞ
�a
0
q2n dx beliebig klein wird, wenn nur

fn � �n� 1�
Qnÿ1

i�0 �kn ÿ ki�Qnÿ1
i�0 �1� ki � kn�

" #2
a2kn

eine Nullfolge ist. (Das gilt auch, wenn die ki beliebig reell sind.)
Insbesondere folgt daraus: Istp eine natÏrliche Zahl und a<

���
4p
p

, so gibt es
eine Folge ganzzahliger Polynome

sn�x� � a0 � a1x
p � � � � � an x

pn:

so daÞ �a
0
s2n dx! 0 strebt:

Wir verallgemeinern dann die Fragestellung dahin, daÞ wir statt des
Intervalls (a, b) eine beliebigeKurve derkomplexenZahlenebene betrach-
ten. (Wir bezeichnen sie mit C ). Von den Koe¤zienten des Polynoms
verlangen wir nicht mehr daÞ sie ganze rationale Zahlen, sind, sondern
sie, mÎgen als ganze Zahlen des imaginÌr-quadratischen ZahlkÎrpers
K�i ����

m
p � �m>0, quadratfrei, ganz rational) gewÌhltwerden kÎnnen.Dar-

unter verstehenwir Zahlen von der Form

x� iy
����
m
p

m 6� 1 �mod 4�

x� y
1� i

����
m
p
2

m � ÿ1 �mod 4�
Wir bilden dann das Integral �

C
j pn�z�j2ds

wo s das Bogenelement der KurveC bedeutet. (C soll etwa als stÏckweise
glatt angenommen werden).Wir Ïbertragen einige SÌtze auf diesen Fall.
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Dabei spielt der von Fekete eingefÏhrte trans¢nite Durchmesser der
Kurve C eine Rolle. Dieser ist folgendermaÞen de¢niert:

c � lim
n!1max

����������������������������������Y
1<� i<k<� n

jzi ÿ zkj
n
2� �s

; z j 2 C

Wir zeigen (Satz 4): Ist c < 1, so kÎnnen die betrachteten Integrale belie-
big klein gemacht werden. (Dieses Resultat ¢ndet sich in anderer Form
schon bei SzegÎ,2 wo der trans¢nite Durchmesser nicht verwendet wird.)
Satz 13 zeigt, daÞ man die Koe¤zienten der zugelassenen Polynome

aus einer Folge von imaginÌr quadratischen ZahlkÎrpern nehmen kann,
daÞ also die ,,Dichte`̀ der zugelassenen Zahlen beliebig klein werden
kann.
Weiter beweisenwir in Satz14 (der Einfachheit halber beschrÌnkenwir

uns hier auf den Fall m � 1) daÞ es nicht nur eine Folge von Polynomen
gibt, welche die Integrale beliebigklein macht, sondern grob gesprochen
unendlich viele solcher Polynome. Genauer beweisen wir:
Sei C eine Kurve mit dem trans¢niten Durchmesser c < 1. Dann gibt

es zu jeder monoton gegen1wachsenden Folge ganzer Zahlen ln fÏr die

ln � o
1
� ��cp �n
� �

ist, jedenfalls ln Polynome pn, so daÞ
�
Cjp2n jdsmit wachsendem n beliebig

kleinwird, gleichgÏltigwelches der pn man zur Bildungder Integrale ver-
wendet.
Wir Ìndern nun die Fragestellung dahin ab, daÞ wir statt der pn�x�

homogene Polynome zweierVariabler mit ganzzahligen Koe¤zienten

hn�x; y� � a0x
n � a1x

nÿ1y� � � � � an y
n

Suchen, fÏr welche die Integrale�
c
h2n�x; y�ds; C : x � x�s�; y � y�s�

mitwachsendem nbeliebigkleinwerden.Wir beweisen fÏr diese Integrale
zu denVorhergehenden analoge SÌtze.Wir erwÌhnen z.B. folgendes: SeiC
die Stecke AB.Wenn der FlÌcheninhalt des Dreiecks OAB (O Koor-
dinatenursprung) kleiner als 2 ist, so kÎnnen die betrachteten Integrale
mit wachsendem n beliebig klein gemacht werden.
Zur Behandlung des allgemeinen Falles fÏhren wir eine neue geome-

trische Konstante ein, die wir den trans¢niten FlÌcheninhalt nennen. Sie

2 SzegÎ, Math. Ann. 87 (1922), S. 104.
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spielt hier eine Ìhnliche Rolle, wie vorher der trans¢nite Durchmesser.
Wir leiten mit ihrer Hilfe analoge SÌtze fÏr die Integrale

�
c h

2
n ds her, wir

vorher fÏr die Integrale
�
cjp2n jds.

Es gilt folgender Cauchysche Determinantensatz: Die Determinante n-ten
Grades

D �

1
x1�yn ;

1
x1�y2 � � � 1

x1�yn
1

x2�y1 ;
1

x2�y2 � � � 1
x2�yn

� � � � � � � � � � � �
1

xn�y1 ;
1

xn�y2 � � � 1
xn�yn

����������

377775
wobei die xi und yk beliebige komplexe Zahlen bedeuten, hat denWert

D �
Q

1<� i<� k<� n�xk ÿ xi��yk ÿ yi�Q n
i;k�1�xi � yk�

Beweis:3 Subtrahiert man die letzte Zeile von allen vorhergehenden, so
steht in der i-ten Zeile und k-ten Spalte das Element

1
xi � yk

ÿ 1
xn � yk

� �xn ÿ xi�
�xi � yk��xn � yk� ;

i � 1 . . . nÿ 1
k � 1 . . . n

Man kann also aus der i-ten Zeile den Faktor �xn ÿ xi� und aus k-ten
Spalte dem Faktor

1
xn � yk

i � 1 . . . nÿ 1
k � 1 . . . n

herausheben. Zieht man nun die letzte Spalte von allen vorhergehenden
ab, so kann manwieder aus der i-ten Zeile

1
xi � yn

i � 1 . . . nÿ 1

und aus der kten Spalte �yn ÿ yk� herausheben. �k � 1 . . . nÿ 1� Es ver-
bleibt in der linken oberen Ecke ein �nÿ 1�-zeiliger Minor, der dieselbe
Struktur hat wie D, wÌhrend in der letzten Zeile lauter Nullen stehen,
ausgenommen die letzte Spalte wo eine 1 steht. Durch Rekursion folgt
die Behauptung

3 Polya-Szego« , Aufgaben und LehrsÌtze aus der Analysis II., S. 98.
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2.

Wir betrachten in diesem Abschnitt die ganzzahligen Polynome

pn�x� � anx
n � anÿ1xnÿ1 � � � � � a0 �1�

nur in dem Intervall (0,1).Mankanndann jedenfalls solche pn�x� auswÌh-
len, daÞ die Integrale �1

0
p2n�x�dx �2�

mit wachsendem n beliebig kleinwerden. Zu diesem Zweck braucht man
ja nur z.B. pn�x� � xn setzen und erhalt

�1
0
p2n�x�dx �

�1
0
x2ndx � 1

2n� 1

was mit n!1 beliebig klein wird.
Es steht jedoch zu erwarten, daÞ die Integrale (2) sich schneller der

Null nÌhern kÎnnen, wenn man in pn�x� mehrere ai als von Null
verschieden zulÌÞt (und nicht nur an wie in obigem Beispiel). HierÏber
zeigenwir folgenden

Satz1: Man kann Polynome (1) mit a0 � a1 � � � � � anÿk � 0 sowÌhlen,
daÞ �1

0
p2n�x�dx � o

1
nk

� �
wird. (k fest, positiv ganz)
Beweis: Es wird in diesem Falle

�1
0
p2n�x�dx �

�1
0

Xkÿ1
i�0

anÿ1xnÿ1
 !2

dx

�
Xkÿ1
L�0

anÿ1anÿm
�1
0
x2nÿ1ÿmdx

�
Xkÿ1
l L�0

anÿ1anÿm
1

2nÿ 1ÿ m� 1
:
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Dies ist eine quadratische Form in den ai, derenDiskriminante folgender-
maÞen aussieht:

Dk �

1
�nÿk�1���nÿk�1��1 ;

1
�nÿk�1���nÿk�2��1 ; . . . 1

�nÿk�1��n�1
1

�nÿk�2���nÿk�1��1 ;
1

�nÿk�2���nÿk�2��1 ; . . . 1
�nÿk�2��n�1

. . . . . . . . . . . . . . .

1
n��nÿk�1��1 ;

1
n��nÿk�2��1 ; . . . 1

n�n�1

����������

����������
Nach dem Determinantensatz aus 1. wird dann

Dk � �1kÿ12kÿ2 . . . �kÿ 1��2
�2�nÿ k� � 3��2�nÿ k� � 4�2 . . .

. . . �2�nÿ k� � k� 2�k . . . �2n�2�2n� 1�

�3�

Bei festem k gilt also

Dk � 0
1
nk2

� �
:

Nun benÏtzen wir den folgenden Satz vonMinkowski :4

Eine positiv de¢nite quadratische Form in nVariablen mit der Diskri-
minante D kann durch ganzzahligeWahl derVariabeln kleiner gemacht
werden als

n
����
Dn
p

:

Nach diesem Satz kÎnnen die Integrale kleiner gemacht werden als

k
������
Dk

k
p � 0

1
nk

� �
;

womit die Behauptung bewesen ist.

3.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die obige Schranke verbessert,
wenn wir die Anzahl k der als nichtverschwindend zugelassenen ki mit
nwachsen lassen.Wir setzen zu diesemZweck n � k:l, (wobei l eine feste
positive ganze Zahl bedeuten soll) und betrachten die Polynome pkl�x�,
in denen a0 � a1 � � � � � a�kÿ1�l � 0 ist. In diesen Polynomen ist also
sozusagen nur der l-te Teil der Koe¤zienten als von Null verschieden
wÌhlbar. Hier gilt der

4 Crelle, J. Math. 107.
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Satz 2: Setzt man 2l ÿ 2 � m, so ist es mÎglich, die ai als ganze Zahlen
so zu wÌhlen, daÞ �1

0
p2k l�x�dx<�Mk

wobei

Mk � lk
�m� 1��m�1�2

�m� 2��m�2�
2

2 m
m2
2

24 35k

mit lk ! 1 fÏr k!1.

Beweis: Es entsteht bei der Berechnung der Integrale wieder eine quadra-
tische Form, derenVariablenzahl jetzt aber nicht mehr fest ist, sondern
wÌchst. Ihre Diskriminante kann nach (3) in der Form geschrieben
werden

Dk� �1!2!3! . . . . . . �kÿ 1�!�2
�mk�3��mk�4�2� � � �mk�k�2�k�mk�k�3�kÿ1� � � �mk�2k�1�

� �1!2! . . . �kÿ 1�!�2��km� 3�kÿ1�km� 4�kÿ2 � � � �km� k� 1��2
�km� 3�2kÿ1 � � � �km� k� 2�k � � � �km� 2k� 1�

� �1!2! . . . �kÿ 1�!�2�1!2! . . . �km� k� 1�!�2�km� 2�!
�1!2! . . . �km� 2�!��1!2! � � � �km� 2k� 1�!�

Die weitere AbschÌtzung verlÌuft jetzt Ìhnlich wie bei Hilbert5. Es gilt
die asymptotische Formel

log�1!2! . . . n!� � 1
2
n2log nÿ 3

4
n2 � o�n2� 6

welche sich aus der Stirling'schen Formel in ihrer allgemeinen Form her-
leiten lÌÞt.

5 a.a. C.S.370
6 `̀o'' ist das `Landau'sche Symbol.
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Mittels dieser Formel erhÌlt man:

logDk � k2 log kÿ 3
2
k2 � �k�m� 1� � 1�2 log�k�m� 1� � 1�

ÿ 3
2
�k�m� 1� � 1�2 ÿ 1

2
�k�m� 2� � 1�2 log�k�m� 2� � 1�

� 3
4
�k�m� 2� � 1�2 ÿ 1

2
�km� 2�2 log�km� 2�

� 3
4
�km� 2�2 � o�k2� �

� k2log
�k�m� 1� � 1��m�1�2k

�k�m� 2� � 1��m�2�
2

2 �km� 2�m
2
2

24 35� o�k2� �4�

so daÞ also schlieÞlich

Dk � ek
�m� 1��m�1�2

�m� 2��m�2�
2

2 m
m2
2

24 35k2

wobei ek ! 1 mit zunehmenden k. Nun wenden wir wieder den Min-
kowskischen Satz an und erhalten fÏr die gesuchte Schranke k

������
Dk

k
p

den
Ausdruck

lk
�m� 1��m�1�2

�m� 2��m�2�
2

2 m
m2
2

24 35k

�5�

wowieder lk ! 1 fÏr k!1, w.z.z.w.
FÏr l � 1, wo also alle Koe¤zienten ,,zur Konkurrenz zugelasseǹ `

sind, erhÌlt man aus (4) die Schranke

ek
1
4

� �k

; lim ek � 1 �6�

und das ist das Hilbert'sche Ergebnis.
Will man das so erhaltene Resultat (5) mit dem Fall vergleichen, daÞ

alle Koe¤zienten zur Konkurrenz zugelassen so hat man in (6) k durch
k.l zu ersetzen und ¢ndet dann fÏr die Schranke

ek
1
4

� �l
" #k

� ek
1
4

� �m�2
2

" #k
�7�

was nun direkt mit (5) verglichenwerden kann.
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Setzt man z.B. l � 2( so daÞ also immer die HÌlfte der Koe¤zienten
des Polynoms verschwinden mÏssen) sowirdm � 2 und wir erhalten aus
(5) bezw. (7) fÏr die in der eckigen Klammer stehenden Konstanten auf
die es o¡enbar allein ankommt

39

48 � 22 �
19683
16384

� 1
16
; bezw:

1
42
� 1
16

Man sieht, daÞ die links stehende Zahl grÎÞer ist als die andere.
Um nun auch den allgemeinen Fall eines beliebigen Intervalles (a, b)

auf den ebenbehandelten Spezialfall zurÏckzufÏhren, schreibenwir nach
Hilbert die Diskriminante der in Frage stehenden quadratischen Form
(jetzt wieder nur in dem Fall, daÞ alle Koe¤zienten, zur Konkurrenz
zugelassen sind) auf folgendeWeise7

�b
a �

�b
a
x0
1x

0
1dx1;

�b
a
x0
1x

1
1dx1; . . .

�b
a
x0
1x

nÿ1
1 dx1

�ba
a
x1
2x

0
2 dx2;

�ba
a
x1
2x

1
2 dx2; . . .

�ba
a
x1
2x

nÿ1
2 dx2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�b
a
xnÿ1
n x0

n dxn;
�b
a
xnÿ1
n x1

n dxn; . . .
�b
a
xnÿ1
n xnÿ1

n dxn

����������������

����������������
:

Denkt man sich nun die einzelnen Glieder der Determinante aufge-
schrieben, so kann jedes einzelne als n-faches Integral geschrieben
werden und man erhÌlt mit BenÏtzung des Vandermonde' schen
Determinantensatzes

�b
a �

�b
a
� � � �b

a
x01x

1
2x

2
3 . . .xnÿ1n

Y
1<� i<k<� n

�xk ÿ xi�dx1 . . . dxn

Permutiertman diex1 � � �xn auf jede nurmÎglicheWeise undversiehtdie
so entstehenden AusdrÏcke noch mit dem Signum der Permutation, so
folgt durch Addition aller so entstehenden Gleichungen

�b
a �

1
n !

�b
a
� � � �b

a

Y
1<� i<k<� n

�xk ÿ xi�2dx1 � � � dxn

7 Wir bezeichnen die Diskriminante mit �b
1.

Ûber die quadratische Abweichung ganzzahliger Polynome von der Null 23



Aus dieserDarstellungkannman ersehen,wie sich�b
a verhÌlt, wennman

auf dieVariablen xi dieTransformation

xi � a� �bÿ a� yi
ausÏbt. Dann erhÌlt man

dx1 � � � dxn � �bÿ a�nd y1 � � � d yn
xk ÿ xi � �bÿ a�� yk ÿ yi�

und es kommt

� 1
n !
�bÿ a�n 2�1

0
� � � �1

0

Y
1<� i<k<� n

� yi ÿ yk�d y1 � � � d yn �

� �bÿ a�n 2�1
0

�1
0 wurde schon frÏher berechnet und zwar mittels des Cauchy'schen

Determinantensatzes. Aus (7) ersieht man

n
������
�b

a
n

q
� en

bÿ a
4

� �n

; lim en � 1;

womit das Hilbert'sche Resultat neuerdings bewiesen ist. Ich mÎchte an
dieser Stelle auf einen Fehler hinweisen, der in der Hilbert'schen Arbeit
(Hilbert, Ges. Abh. II., S. 367^370) unterlaufen ist: Das a.a.O. eingefÏhrte
1=� muÞ sich durchaus nicht mit wachsendem n der Einheit nÌhern und
als Folge dessen gilt dies auch nicht fÏr dasweiter unten eingefÏhrte 1=� 0.
Es gilt vielmehr, wie die Rechnung zeigt die Relation

1=� � �2��nn 1
4:

AufdasEndresultat hat dies keinenEin£uÞ, da es fÏr dieMinkowski'sche
Schranke nur auf 1=� 0 � ����

�nn
p

ankommt, was! 2� strebt, fÏr n!1.

4.

Es soll nun eineVerallgemeinerung der obigen Fragestellung behandelt
werden.Wir zeigen den

Satz 3: Es seien k1; k2; . . . reelle Zahlen, welche nur der Bedingung
0<k1<k2 � � � genÏgen sollen
Es sei a > 0 und so bescha¡en, daÞ die Folge

fn � �n� 1�
Q

nÿ1
i�0 �kn ÿ ki�Q

nÿ1
i�0 �1� ki � kn�

� �2
a2kn
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gegen Null strebt, wenn n!1. Dann kann man eine Folge von Funk-
tionen qn�x� mit

qn�x� � a0 � a1x
k1 � � � � � anÿ1xknÿ1

(ai ganz, rational) so auswÌhlen, daÞ die Integrale�a
0
q2n �x� dx �8�

mit wachsendem n beliebig klein werden.

Beweis: Durch Quadrieren und AusfÏhrung der Integrationen in (8)
erhÌlt man eine quadratische Form, deren Diskriminante folgende
Gestalt hat:

D�n�a �

�a
0
x0dx;

�a
0
xk1dx; . . . . . .

�a
0
xknÿ1dx

�a
0
xk1�0dx;

�a
0
xk1�k1dx . . . . . .

�a
0
xk1�knÿ1dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�a
0
xknÿ1dx

�a
0
xknÿ1�k1dx; . . . . . .

�a
0
xknÿ1�knÿ1dx

���������������

���������������
FÏhrt man hier die Substitution x � ay, aus, so kann man zunÌchst aus
den Zeilen und dann aus den Spalten a1; ak1 ; ak2 ; . . . aknÿ1 herausheben.
Wegen dx � ad y hat man schlieÞlich:

D�n�a � D�n�1 a2�k1�k2�����knÿ1��n

Es ist weiter

D�n�a �

1
1 ;

1
1�k1 ; . . . . . . 1

1�knÿ1
1

1�k1 ;
1

1�k1�k1 ; . . . . . . 1
1�k1�knÿ1

. . . . . . . . . . . . . . .
1

1�knÿ1 ;
1

1�knÿ1�k1 ; . . . . . . 1
1�knÿ1�knÿ1

����������

����������
Nach dem Cauchy'schen Determinantensatz wird dies

D�n�1 �
Q

0<� i<j<� nÿ1�kj ÿ ki�2Q
0<� i;j<� nÿ1�1� ki � kj�
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wobei von nun an ko � 0 zu setzen ist. Der Wert der quadratischen
Form kann nach demMinkowski'schen Satz kleiner gemachtwerden, als

n

��������
D�n�a

n

q
� n

��������
D�n�1

n

q
a
2
��k1�����knÿ1��1 �9�

Jetzt verwendenwir folgendeTatsache:Wenn bn>0 und
bn�1
bn
! 0, so folgt

daraus auch
����
bnn
p ! 0. Setzen wir den Ausdruck (9) gleich

����
bnn
p

und also

bn � nnD�n�1 a2�k1�k2�����knÿ1��n

Weiter gilt

bn�1
bn
� �n� 1�n�1Dn�1

1

nnD�n�1
a2kn�1 � �n� 1�D

�n�1�
1

D�n�1
a2kn

Beachtet man nun, daÞ

Dn�1
1

D �n�1
�

Q nÿ1
i�0 �kn ÿ ki�Q

nÿ1
i�0 �1� ki � kn�

� �2
ist, so folgt daraus unmittelbar die Behauptung.
Durch Spezialisierung kann man aus Satz 3 noch einige Folgerungen

ziehen:
Setzt man kn � n, so hat man

fn�1 � �n� 2��n !�2
��n� 1� � � � 2n�2 a

2n � �n� 2� �n !�4
�2n !�2 a

2n �

� �n� 2� n
4neÿ4n4�2n2

�2n�4neÿ4n4�n a
2n � n2

1
42n

a2n
:

Da dies fÏr a<4 gegen Null strebt, ergibt sich daraus neuerdings der
Hilbert'sche Satz.
Setzt man kn � p:n, wobeip eine positive ganze Zahl bedeuten soll, so

ergibt sich

fn�1 � �n� 2� p2n�n !�2

p2n �2n�!�n!�
h i2 a2pn � n2

1
42n

a2pn:

Dieser Ausdruck geht gegan Null wenn a<4
1
p ist. Man hat also das

Ergebni:

Satz 3a: Ist a<
���
4

pp
, so kann man eine Polynomfolge

sn�x� � a0 � a1x
p � � � � � anx

pn
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mit ganzzahligen ai so auswÌhlen, daÞ die Integrale�a
0
s2n�x�dx

mit wachsendem n beliebig klein werden.

5.

Wir wollen jetzt einem weitereVerallgemeinerung der obigen Fragestel-
lung betrachten, nÌmlich den Fall, daÞ statt eines Intervalls (a, b) eine
beliebige Kurve C der komplexen Zahlenebene zugrundegelegt wird.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, es sei C gegeben durch eine
Parameterdarstellung z � z�s� � x�s� � iy�s�, wobei s die BogenlÌnge
bedeuten soll und x und y stÏckweise stetig di¡erenzierbar sein sollen.
Wir betrachten nun Polynome (nÿ)ten Grades

pn�z� � a0 � a1z� � � � � anÿ1znÿ1 �10�
wobei jetzt die ai Zahlen sind, welche nicht mehr als ganz rational, son-
dern als ganze Zahlen aus k�i� gewÌhlt werden sollen.
Wir betrachten nun die Integrale�

C
jpn�z�j2djzj �11�

und fragen, wie C bescha¡en sein muÞ, damit man eine Polynomfolge
so auswÌhlen kann, daÞ die damit gebildeten Integrale beliebig klein
werden. (Mit wachsendem n).
Als einfaches Beispiel nehmen wir an, C sei ein Kreis um den

Ursprung 0 mit dem Radius r. Dann erhaltenwir�
jzj�r

pn�z�pn�z�djzj � 2r�
Xnÿ1
i�0
ja2i jr2i

Man sieht, daÞ fÏr r<1 dieses Integral mit wachsendem n beliebig klein
gemacht werden dann, wÌhrend dies fÏr r>1 nicht mÎglich ist.
Im allgemeinen Fall spielt statt des Radius' eine geometrische Kon-

stante der Kurve C eine Rolle, nÌmlich der von M. Fekete eingefÏhrte
trans¢nite Durchmesser von C. Wir schicken daher dessen De¢nition
voraus:
Sei A eine beliebige abgeschlossene Punktmenge der z-Ebene. Setzt

man

mn � max
���������������������������������Y
i<� k<i<� n

jzi ÿ zkj
n
2

ÿ �s
; z j 2 A �12�
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dann ist mn>mn�1> � � � und es existiert also limn!1mn � c�A�. c heiÞt
der trans¢nite Durchmesser vonA.8

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der Satz:

Satz 4: Ist der trans¢nite Durchmesser c von C kleiner als 1, so kann das
Integral (11), fÏr eine Folge von Polynomen (10) gebildet, mit wachsen-
dem n beliebig klein gemacht werden.

Beweis: Das Integral (11) kann als Hermite'sche Form aufgefaÞt werden,
deren Diskriminante folgendermaÞen aussieht

DC �

�
C
z0�z0d jzj; �

C
z0�z1djzj; . . .

�
C
z0�znÿ1djzj�

C
z1�z0d jzj; �

C
z1�z1djzj; . . .

�
C
z1�znÿ1djzj

� � � � � ��
C
znÿ1�z0djzj; �

C
znÿ1�z1d jzj; . . .

�
C
znÿ1�znÿ1djzj

������������

������������
Schreibenwir nun in der i-ten Zeile die Intergrationsvariable ziÿ1 statt

z, so erhaltenwir, Ìhnlich wie in 3.

DC �
�
C
� � � �

C
z00z

1
1z

2
2 � � � znÿ1nÿ1

Y
0<� i<k<� nÿ1

�zk ÿ zi�d jzoj � � � d jznÿ1j

� 1
n!

�
C
� � � �

C

Y
0<� i<k<� nÿ1

jzk ÿ zij2djzoj � � � d jznÿ1j

Aus dieser Darstellung folgt nunwegen (12).

DC <�
l n

n!
mn�n�1�

n

wobei l die LÌnge der Kurve bedeutet.Weiter wird

n
�������
DC

n
p

<�
n:l n����
n!n
p m�n�1�n � m n�1

n �13�

Ist nun der trans¢nite Durchmesser von C kleiner als 1, so ist von einem
gewissen n an jedenfalls mn<1 und die rechtsstehende Schranke geht
gegen Null (und zwar schneller als �c� "�n mit " > 0.) Die Anwendung
des Minkowski'schen Satzes liefert die Behauptung.

SpezialfÌlle:1) SeiC ein Intervall (a, b). In diesem Fall ist c � jbÿaj4 und wir
erhalten das frÏhere Resultat.

8 Beweis siehe Fekete, Math. Zeitschr. 17
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2) Sei C ein Kreis mit dem Redius r. Hier ist c � r und wir erhalten das
obige Beispiel wieder.
3) C sei das Paar reeller Intervalleÿ l

2
<�x<� ÿ d

2,
d
2
<�x<� l

2

Hier ist c � l 2ÿd 2

16

ÿ �1
2. Es muÞ also

���������������
l 2 ÿ d 2
p

<4 sein, wenn c<1 sein soll.

6.

Bei der Form des Hilbert' schen Satzes liegt die Frage nahe, ob man das
Intervall von der LÌnge 4 in demHilbert'schen Ergebnis nicht durch ein
grÎÞeres ersetzen kann. DarÏber gilt der folgende

Satz 5: Wenn �bÿ a�>� 4 ist, so kann man auf keineWeise ganzzahlige
Polynome pnÿ1�x� vomGrade nÿ 1 so auswÌhlen, daÞ mit wachsendem
n die Integrale �b

a
p2nÿ1�x�dx

beliebig klein werden.
Zum Beweis haben wir wieder die quadratische Form zu betrachten,

welche durch das Integral dargestellt wird. Es ist die Aufgabe zu zeigen,
daÞ diese Form nicht beliebig klein gemacht werden kann (durch ganz-
zahligeWahl der aj und mit wachsendem n). Geometrisch bedeutet das,
daÞ ein konvexer KÎrper im n-dimensionalen Raum keinen Gitterpunkt
enthÌlt. Dies zu zeigen gelingt auf folgendeWeise:Wir transformieren die
quadratische Form auf eine Summe von Quadraten von Linearformen
und zwar durch die unimodulareTransformation

yi �
Xnÿ1
k�i

bik ak i � 0; 1; . . . nÿ 1:

bii � 1

:

DaÞ eine solcheTransformation stets existiert, folgt durch das bekannte
Verfahren derTransformation auf die kanonische Form. In den neuen
Variablen hat die Form dann notwendig die Gestalt

Xnÿ1
i�0

ki y
2
i �14�

wobei die Zahlen ki � Di
Diÿ1

sind �Do � 1;Di� die Diskriminante der aus
dem Polynom i-ten Grades entstehenden quadratischen Form.) Aus der
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bereits oben durchgefÏhrten Berechnung vonDi folgt

km � ��mÿ 1�!�4
�2mÿ 3�!2�2mÿ 1��2mÿ 2�2 �bÿ a�2mÿ1

Daraus ergibt sich
km�1
km
� �bÿ a�2 m4

16m4 ÿ 4m2
:

Dies ist>1 fÏr �bÿ a�>� 4 und (wenn es fÏr allem gelten soll) auch fÏr
kein kleineres Intervall. Die ki sind also monoton wachsend fÏr
�bÿ a�>� 4.
Sei nun anÿ1 in dem ganzzahligen Polynom der hÎchste von Null

verschiedene Koe¤zient. Dann geht aus der Darstellung (14) hervor,
daÞ die in Frage stehende quadratische Form grÎÞer ist, als knÿ1 y2nÿ1.
Dies ist aber gleich knÿ1a2nÿ1 und da anÿ1 ganzzahlig und von Null
verschieden ist, so ist dies >� knÿ1 > k1 und zwar gilt das fÏr jede ganz-
zahligeWahl der ai, wenn nicht alle verschwinden.

7.

Wir wollen nun den Satz 3a in gewissem Sinne verallgemeinern. Sei C
wieder eine Kurve der z-Ebene mit den in 5. geforderten Eigenschaften.
Dann gilt

Satz 6: Sei Cp diejenige Zahlenmenge, welche aus C entsteht wenn man
jede Zahl aus C in die p-te potenz erhebt. Den trans¢niten Durchmesser
derMengeCp bezeichnenwir mit cp. Dann gibt es eine Folge vonPolyno-
men ,,mit LÏcken von den LÌnge p `̀

sn�z� � a0 � a1z
p � � � � � an z

np

so daÞ die mit ihnen gebildeten Integrale�
C
jsn�z�j2djzj

mit wachsendem n beliebig kleinwerden, wenn nur cp<l ist. (ai als ganze
Zahlen aus k�i�wÌhlbar)
Beweis: Hier bekommen wir als Diskriminante der Hermite' schen Form
die Determinante

D�p�C �

�
C
z0�z0djzj; �

C
z0�zpd jzj; . . .

�
C
z0�z �nÿ1�pdjzj�

C
zp�z0d jzj; �

C
zp�zpd jzj; . . .

�
C
z p�z �nÿ1�pdjzj

� � ��
C
z�nÿ1�p�z0djzj; �

C
z�nÿ1�p�zpd jzj; . . .

�
C
z �nÿ1�p�z �nÿ1�pd jzj

�����������

�����������
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und dies wird nach dem nun schon Îfter angewandten SchluÞ weiter

D�p�C �
�
C
� � � �

C
z00z

p
1 � � � z �nÿ1�pnÿ1

Y
0<� i<k<� nÿ1

��z p
k ÿ �z p

i �djzoj � � � djznÿ1j �

� 1
n!

�
C
� � � �

C

Y
0<� i<k<� nÿ1

jz p
k ÿ z p

i j2d jzoj � � � djznÿ1j

Ist jetzt

mn � max
��������������������������������������Y
0<� i<k<� nÿ1

jwk ÿ wij
n
2

ÿ �s
; wj 2 Cp

so hat man nach (15)

D�p�C <�
l n

n !
mn�n�1�

n

und die Minkowskische Schranke wird

n

���������
D�p�c

n

q
<�

l � n����
n !n
p mn�n�1�

n � m�n�1�n

von einem gewissen n an ist jedenfalls mn<l und die rechte Seite geht
gegan Null, womit alles gezeigt ist.

Beispiele: I) Ist C der Kreis mit dem Radius r so wird cp � r p und soll
cp < 1 sein, so muÞ r < 1 sein, was natÏrlich in diesem Fall sofort
direkt bestÌtigt werden kann.
2) Betrachten wir nun ein Intervall auf der reellen Achse (a, b) mit

0<� a<b. In diesem Fall wird Cp das Intervall (ap, bp) und

cp � b p ÿ a p

4
;

Soll das< 1 sein, so folgt

b<
�������������
4� a p

pp
:

FÏr die LÌnge des Intervalls (a, b) erhÌlt man die Schranke

�bÿ a�< �������������
4� a p

pp ÿ a: �16�
Nun gilt die Ungleichung �a>� 0��������������

4� a p
pp ÿ a<�

4

�4� ap�
pÿ1
p � �pÿ 1�a pÿ1

<�
4

4
pÿ1
p � �pÿ 1�a pÿ1
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Man kann dies folgendermaÞen einsehen: Setzt man �4� ap�1p � c, so ist
c > a und

cÿ a<�
cp ÿ ap

cpÿ1 � cpÿ2a� � � � � apÿ1
<�

4
cpÿ1 � �pÿ 1�apÿ1

Daraus sieht man, daÞ die Schranke (16) mit zunehmendem a gegen Null
strebt. Speziell fÏr a � C erhÌlt man das schon oben hergeleitete Resultat
(Satz 3a)

b<
���
4

pp
:

Eine grobe AbschÌtzung von cp erhÌlt man, wenn man berÏcksichtigt,
daÞ

jz p
i ÿ z p

kj � jzi ÿ zkjjz pÿ1
i � � � � � z pÿ1

k j<� jzi ÿ zkjpd pÿ1
wobei d der Minimalabstand eines Punktes von C vom
Ursprung 0 bedetet. Daraus folgt weiter

cp<� c:p:d pÿ1

8.

Wir wollen jetzt die Hilbert'sche Fragestellung in einer ganz anderen
Richtung verallgemeinern.Wir betrachten eine Kurve C der x, y Ebene:
x � x�s�, y � y�s�, wobei s die BogenlÌnge auf C bedeuten mÎge und x
und y etwa stu« ckweise stetig di¡erenzierbar sein sollen. Es sei hn�x; y� ein
Polynon n-ten Grades, welches homogen in x und y ist und ganzzahlige
Koe¤zienten hat

hn�x; y� � a0x
n � a1x

nÿ1y� � � � � any
n; ai ganz: �17�

Wir fragen nun fÏr welche C sich die Integrale�
C
h2n�x; y�ds �18�

durch geeigneteWahl einer Polynomfolge (17)mitwachsendem n beliebig
klein machen lassen.Wir beginnen mit einem einfachen Spezialfall:

Satz 7:Wenn C die Strecke x � 1, 0<� y<� 1 ist, dann kÎnnen jedenfalls
die Integrale (18) mit wach-sendem n beliebig klein gemacht werden.
Bew.: In diesem Fall lautet unser Integral�1

0
�a0 � a1 y� � � � � an y

n�2d y
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undwir wissen, daÞ, dieDiskriminante dieser quadratischen Form� D1
gesetzt, die AbschÌtzung gilt

�n� 1� ������
D1

n�1p � 1
4
en

� �n�1
; lim en � 1

Es kann also jedenfalls in diesem speziellen Fall das Integral beliebig
klein werden.

Satz 8: Ist C die StreckeAB, ist ferner der Inhalt des Dreiecks OAB < 2,
so kÎnnen die Integrale (18) mit wachsendem n beliebig klein gemacht
werden.

Beweis:A habe die Koordinaten x0, y0, B habe die Koordinaten x1y1. Sei
zunÌchst � � x0y1 ÿ y0x1 6� 0. Dann wird durch das Integral (18) wie-
der eine quadratische Form in den aj dargestellt, derenDiskriminante den
folgendenWert hat:

DAB �

�
C
x2nds;

�
C
x2nÿ1yds; . . .

�
C
xn yn ds�

C
x2nÿ1yds;

�
C
x2nÿ2y2ds; . . .

�
C
xnÿ1yn�1ds

� � ��
C
xnynds;

�
C
xnÿ1yn�1ds; . . .

�
C
y2nds

�����������

�����������
und daraus folgt weiter

DAB �
�
C
� � � �

C
xn
0x

nÿ1
1 y1x

nÿ2
2 y22 � � � ynn

Y
0<� i<k<� n

�xk yi ÿ xi yk�ds0 � � � dsn

� 1
�n� 1� !

�
C
� � � �

C

Y
0<� i<k<� n

�xk y i ÿ xi yk�2ds0 � � � dsn

dabei sind immer die xj und yj als Funktionem von sj ausgedrÏckt zu
denken.Wir fÏhren nun folgendeTransformation aus

uj � y1 ÿ y0
x0 y1 ÿ y0x1

xj � x0 ÿ x1
x0 y1 ÿ y0 x1

yj

vj � ÿy0
x0 y1 ÿ y0 x1

xj � x0
x0 y1 ÿ y0 x1

yj

Diese Transformation fÏhrt die Strecke AB in die Strecke x � 1,
0<� y<� 1 Ïber.
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Die Determinante derTransformation ist 1
�. Es wird also

xk yi ÿ xi yk � ��ukvi ÿ uivk�
dsj �

���������������������������������������������
�x1 ÿ x0�2 � � yi ÿ y0�2

q
ds 0j

also dsj � Lds 0j,
wo L die LÌnge vonAB bedeutet und ds 0j das Bogenelement des Bildes
von C ist. Nach AusÏbung derTransformation erhÌlt man daher

DAB � 1
�n� 1�! �n�n�1�L�n�1�

�1
0
� � � �1

0

Y
0<� i<k<� n

�uk vi ÿ ui vk�2 ds 00 � � � ds 0n

� �n�n�1�L�n�1�D1

und die Minkowski'sche Schranke wird

n�n ������
D1

n
p � n�n 1

4
en

� �n

; lim en � 1 �19�
Damit ist die Behauptung fÏr den Fall� 6� 0 bewiesen. Im Falle� � 0,
wo also OA und B auf einer Geraden liegen, kann schon jedes einzelne
der Integrale (18) durch ganzzahligeWahl der ai beliebig klein gemacht
werden, gleichgÏltig wie grob das Intervall ist, Ïber welches es erstreckt
wird. Setzt man nÌmlich das Intervall etwa in die Form x � s cos �,
y � s sin �, s0<� s<� s1, so wird (18)

�a0�cos ��n � a1�cos ��nÿ1sin �� � � � � an�sin ��n�2
�s1
s0

s 2nds

und das kann schon fÏr festes n durch ganzzahligeWahl der ai beliebig
klein gemacht werden.

9.

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, fÏhren wir eine neue
geometrische Konstante der Kurve C ein, welche fÏr die Integrale (18)
eine analoge Rolle spielt, wie der trans¢nite Durchmesser fÏr, die Inte-
grale des Satzes 6.
Statt C betrachten wir eine beliebige abgeschlossene MengeA der x,

y-Ebene. Seien �x1; y1��x2 y2� � � � �x4 y4� beliebige Punkte von A.Wir
setzen

fn � max
n
2

� � �������������������������������������������Y
1<� i<k<� n

jxk yi ÿ xi ykj
s

�20�

Dann behaupte ich folgenden
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Satz9: Es ist fn > fn�1 > � � � und daher existiert lim fn � f �A�. Der hier-
nach existierende Grenzwert werden der trans¢nite FlÌcheninhalt vonA
(in Bezug auf 0)9 genannt.

Beweis: Der Beweis wird Ìhnlich gefÏhrt, wie bei Fekete (FuÞnote 8) 8.12:
fn ist das geometrische Mittel aus den FlÌcheninhalten aller Parallelo-
gramme, die eine Ecke in 0 und zwei weitere Ecken in zwei von den
Punkten �xj yj� haben. DaA abgeschlossen sein soll, so muÞ fn seinMax-
imumaufA annehmen.Dies soll etwa indenPunkten ��1; �1� � � � �� n; �n�
eintreten.Wir setzen

'�A� � ' � f �
n
2�
n �

Y
1<� i<k<� n

j�k�i ÿ �i�kj �21�

Wir betrachten weiter ein ,,maximales �n� 1�-tupel̀ ` �u1; v1� � � �
�un�1vn�1� und greifen den Punkt �un�1vn�1� heraus.
Es wird

 10� f
�n�12 �
n�1 �

Y
1�i<k�n�1

jukviÿvivkj�jv1vn�1ÿun�1v1j� � �junvn�1ÿunÿ1vnjFn

�22�
wobei Fn ein Produkt von Faktoren ist, in dem nur mehr die Zahlen
�ui; vi�, i � 1; 2; . . . n, vorkommen.
Nach der De¢nition von ' folgt weiter Fn<�' und also

 <�'
Yn
i�1
juivn�1 ÿ un�1vij

Machen wir dasselbe statt fÏr �un�1vn�1� mit allen anderen Punkten, so
erhalten wir �n� 1�Gleichungen folgender Form

 <�'
Yn�1
i�1
i 6�j

juivj ÿ vjvij j � 1; 2; . . . �n� 1�

Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so tritt in den
rechtsstehendenProdukten jeder Punktgenau zweimal auf undwir erhal-
ten

 n�1<�' n�1 2

9 Diesen Zusatz wollen wir in Zukunft weglassen.
10  �  �A�.
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Erhebenwir dies in die 2
�nÿ1�n�n�1� -te Potenz

so kommt gerade  
2

n�n�1� < '
2

�nÿ1�n

und das ist die Behauptung.
FÏr die so eingefÏhrte geometrische Konstante f sollen nun einige

Eigenschaften bewiesen werden, welche den von Fekete11 fÏr den
trans¢niten Durchmesser bewiesenen analog sind.
1) Wir ordnen jedem Punkt vonA denjenigen Punkt vonA zu, der auf
dem selben Strahl durch O liegt, aber von O am weitesten entfernt ist.
Wegen der BeschrÌnktheit und Abgeschlossenheit von A gibt es sicher
einen solchen Punkt. Die so aus A entstehende Teilmenge von A be-
zeichnenwir mitAr. Dann gilt ersichtlich

f �A� � f �Ar�
denn dasMaximumdes Produktes in (20) kann nur aufAr angenommen
werden.
2) Weiters gelten die folgendenTatsachen
I. IstA � B, so ist f �A�<f �B�
II. Entsteht �A aus A durch Adjunktion eines Punktes, so gilt

f � �A� � f �A�
III. Ist A nicht leer und bedeutetA��� die Menge derjenigen Punkte

der Ebene, die in den um die Punkte vonA als Mittelpunkte konstruier-
ten Quadraten mit der SeitenlÌnge � liegen, so ist lim f �A���� �
f �A�; ��! 0�.
Aus diesen drei Eigenschaften folgt nach Fekete11 daÞ f fÏr den perfek-

ten Kern vonA denselbenWert hat wie fÏrA.
Nun der Beweis von I.^III: I ist klar.

Um II. zu beweisen mÏssen wir zwei FÌlle unterscheiden, Erstens
(wenn wir uns noch immer der Bezeichnungen des Beweises zu Satz 9
bedienen) daÞ der adjungierte PunktP(u, v) nicht im Produkt (22) enthal-
ten ist

 �A� P� �  �A�
und zweitens, daÞ �u; v� in dem Maximal-n-tupel �u1; v1� � � � �un�1; vn�1�
enthaIten ist, etwa �u; v� � �un�1vn�1�. Dannwird

 �A� P� �
Yn
i�1
�uivn�1 ÿ un�1vi� �

Y
1<� i<k<� n

�uivk ÿ ukvi�

<�
Yn
i�1
�uivn�1 ÿ un�1vi�'�A�

36 K. Prachar



Bezeichnenwirmit 12FdasMaximumdes FlÌcheninhaltes vonDreiecken
OQP, Q 2 A, so gilt

fn�1 �  �A� P� 2
n�n�1�<�F

2
n�1'�A� 2

n�n�1� � F
2

n�1 f
nÿ1
n�1
n ;

woraus die Behauptung folgt.
Beweis von III.: Setzenwir n�nÿ1�2 � v, so wird

f vn�A���� �
Y

1<� i<k<� n

��xi � �i��yk � �k� ÿ �xk � �k��yi � �i��

wobei �xi; yi� 2 A und max �j�ij; j�ij�<�.Wegen

j�xi � �i�� yk � �k� ÿ �xk � �k�� yi � �i�j � jxi ykj � xk yi�
� xi�k � yk�i ÿ xk�i ÿ yi�k � �i�k ÿ �k�ij<�
<� jxi yk ÿ xk yij � 4� � 2�2<� jxi yk ÿ xk yij � L�

(K � maxx; y2A�jxj; j yj�, LKonstante> 4K � 2�) gilt

f vn�A����<�
Y

1<� i<k<� n

jxi yk ÿ xk yij �
Y

1<� i<k<� n

�jxi yk ÿ xk yij � L��

ÿ
Y

1<� i<k<� n

jxi yk ÿ xk yij

<�
Y

1<� i<k<� n

jxi yk ÿ xk yij � �M � L��v ÿM v

wo M das Maximum der FlÌcheninhalte der Dreiecke ORS, R, S 2 A
bezeichne mÎge.
Aus der letzten Ungleichung folgt genau wie bei Fekete11 die Behaup-

tung.
3) Der trans¢nite FlÌcheninhalt der StreckeAB ist

s:p
4

wobei p den Abstand der Geraden, auf welcherAB liegt, von 0 bedeutet
und s die LÌnge der Strecke ist.
Zum Beweise nehmen wir auf AB die n Punkte ��1; �1� � � � ��n; �n�

so an, daÞ das Produkt (20) sein Maximum erreicht. Da die Gerade
auf derAB liegt vomUrsprungdenAbstandP hat, sowird in diesem Fall

f v
n�

Y
1<� i<k<� n

j�i�� ÿ ���ij �
Y

1<� i<k<� n

���������������������������������������
��iÿ�k�2���iÿ�k�2

q24 35pv�mv
n p

v

11 Fekete, Math. Zeitschr. 32.
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wobei mn die beider Berechnung des trans¢niten Durchmessers vonAB
auftretenden Maximalprodukte bedeuten. Damit ist die Berechnung des
trans¢niten FlÌcheninhaltes auf die des transtrans¢niten Durchmessers
zurÏckgefÏhrt und da der trans¢nite Durchmesser von AB gleich s

4 ist,
wird der trans¢nite FlÌcheninhalt wie behauptet

p � s
4

4) Ist K ein Kontinuum, welches nicht ganz auf einer Geraden durch 0
liegt, so ist f �K�>0.
Zum Beweis schlage man um 0 einen Kreis �K1�, dessen Radius mit d1

bezeichnetwerdenmÎge, so daÞ der imKreisring d 21<�x2 � y2<� d 2 lie-
gendeTeil von K nicht ganz auf einer Geraden durch 0 liegt.
Man kann dann also einenWinkel �. mit 0<�<� �

2 so angeben, daÞ
einTeil der Menge Kvon 0 aus unter demWinkel � gesehen wird. Unter
BenÏtzung von 1) erkennt man, daÞ der trans¢nite FlÌcheninhalt
des Teiles von K, der in obigem Kreisring und in dem Sektor mit
dem Winkel � liegt, grÎÞer ist, als der trans¢nite FlÌcheninhalt der
Sehne vonK1 welche denZentriwinkel � hat. Jeder Strahl von 0 zu einem
Punktdieser SehnemuÞ ja einenPunkt vonK tre¡en, daK als zusammen-
hÌngend angenommenwurde. Nach
3) ist der trans¢nite FlÌcheninhalt der Sehne gleich

d 21
sin�
4
>0;

womit die Behauptung bewiesen ist.
5) GehtA durch die lineareTransformation

x0 � ax� by
y0 � cx� dy

ad ÿ bc � D

inA0 Ïber, so gilt

f �A0� � Df �A�:
Der Beweis folgt aus derTatsache, daÞ sich bei derTransformation jeder
einzelne der Faktoren in dem Produkt (20) mitDmultipliziert.

10.

Nun zeigenwir den Satz

Satz10: Ist der trans¢nite FlÌcheninhalt der KurveC kleiner als 1, so kÎn-
nen die Integrale (18) durch geeigneteWahl einer Folge von Polynomen
(17) mit wachsendem n beliebig klein gemacht werden.
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Beweis: Die Integrale stellen wieder quadratische Formen in den ai dar,
deren Diskriminanten die Gestalt haben

DC �

�
C
xnxnds;

�
C
xnxnÿ1yds; . . .

�
C
xn ynds�

C
xnÿ1yxnds;

�
C
xnÿ1yxnÿ1yds; . . .

�
C
xnÿ1yynds

� � ��
C
ynxnds;

�
C
ynxnÿ1yds; . . .

�
C
ynynds

�����������

�����������
Dies lÌÞt sich nach der schon Îfter durchgefÏhrten Ûberlegung in der
Form schreiben

DC � 1
�n� 1�!

�
C
� � � �

C

Y
0<� i<k<� n

�xi yk ÿ xk y i�2ds0 � � � dsn

Sei nun f �C� kleiner als 1.Wir wÌhlen ein ">0 so, daÞ auch noch
f �C� � "<1 ist. Nach der De¢nition des trans¢niten FlÌcheninhaltes
wird von einem gewissen n an fÏr alle �xi yi� 2 0ABY

0<� i<k<� n

�xi yk ÿ xk yi�<�� f �C� � "�
n�n�1�

2

und also der Integrand in obigem Integral <�� f �C� � "�n�n�1�. Daraus
folgt

DC <�
1

�n� 1�!L
n�1� f �C� � "�n�n�1�

und schlieÞlich

�n� 1� �������
DC

n�1p <�
L�n� 1������������������n� 1�!n�1
p � f �C� � "�n � � f �C� � "�n

womit der Satz bewiesen ist. Øhnlich zeigt man

Satz 11: Bezeichnet man den trans¢niten FlÌcheninhalt der Kurve
x � x�s�p, y � y�s�p mit fp und ist fp<1, so kann man homogene Poly-
nome mit durch p teilbarem Grad und mit ,,LÏcken von der LÌnge p `̀ so
angeben, daÞ die in Rede stehenden Integrale mit wachsendem n beliebig
klein werden.

11.

In diesem Abschnitt wollen wir wieder eine Kurve C der komplexen z-
Ebene betrachten, welche geeigneten EinschrÌnkungen unterworfen sei.
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Wir bilden die Integrale

In �
�
c
jpn�z�j2d jzj; pn�z� � a0 � � � � � anÿ1znÿ1; �23�

wobei jetzt die ai ganze Zahlen aus dem KÎrper K�i ����
m
p � sein sollen

(m>0, quadratfrei, ganz rational)
Wir beweisen

Satz12:Wenn der trans¢niteDurchmesser c vonC kleiner als1ist, kÎnnen
in (23) die pn so gewÌhlt werden, daÞ In ! 0 wenn n!1.

Beweis: In ist einen hermitesche Form in den ai. Die aj sollen ganze Zah-
len aus K�i ����

m
p � sein. Es gilt daher
ai � xi � iy i

����
m
p

m � 2; m � 1 �mod 4�
vi � 2ui � iv

����
m
p

2
m � 3 �mod 4�

x, y, u, v, ganz rational. Die hermitesche Form wird so eine hermitesche
Form in den 2nVariablen xi, yi bezw. ui; vi. Indem man die Koe¤zienten
noch in Real- und ImaginÌrteil spaltet erhÌlt man eine quadratische Form
der 2nVerÌnderlichen xi, yi bezw. ui; vi. Ihre Diskriminante ist nun zu
berechnen. Nehmenwir allgemein eine Form

F �
Xn
i;k�1

b1k ai�ak; jDet b2kj � D; bki � �bik

bik � �ik � i�ik
so wird die zugeordnete quadratische Form im ersten Fall

F �
X
��ik � i�ik��xi � i

����
m
p

yi��xk ÿ i
����
m
p

yk�
�
X

�ik�ixk �
X

�ikmyiyk �
X

�ik
����
m
p

xiyk

ÿ
X

�ik
����
m
p

yixk

Die Determinante dieser quadratischen Form in 2nVariablen, die wir mit
� bezeichnen, ,,zerfÌllt`̀ in 4 Teilquadrate, was wir in symbolischer Form
so schreiben

�ik �ik
����
m
p

ÿ�ik ����
m
p

�ikm

���� ���� � � ����mp �2n �ik �ik
ÿ�ik �ik

���� ����
DerWert der letzterenDeterminante ist aberD2. Um dies einzusehen hat
man nur die mit i multiplizierte �n� k�ÿ te Spalte zurk-ten zu addieren
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und danach die mit -i multiplizierte k-te Zeile zur �n� k�-ten Zeile zu
addieren. �k � 1; 2 . . . n� Insgesamt habenwir also

� � mnD2 m 6� 3 �mod 4�
Analog wird im zweiten Fall

� �
����
m
p
2

� �2n

D2

FÏrD habenwir bereits oben die AbschÌtzung hergeleitet

D<�
Ln

n!
kn�n�1�
n ; lim kn � c

und daher gilt

2n
����
�

2n
p
� 2n

����
m
p ����

Dn
p

<� 2n
����
m
p L����

n!n
p kn�1

n

im anderen Fall

� 2n
����
m
p
2

����
Dn
p

<� n
����
m
p L����

n!n
p kn�1

n

woraus nach demMinkowski'schen Satz sofort die Behauptung folgt.
Aus der letzterenAbschÌtzungkÎnnenwir nochdas folgendeErgebnis

entnehmen

Satz 13: Es sei der trans¢nite Durchmesser c von C < 1. Es mÎge mn
eine Folge von ganzen rationalen quadratfreien Zahlen durchlaufen, so
daÞ lim mn � 1 und auÞerdem

mn � o
1
kn

���� ����2n
 !

wobei die kn jetzt die Produkte (12) bedeuten mit limn!1 kn � c. Dann
kÎnnen die Koe¤zienten von pn�z� als ganze Zahlen des KÎrpers
K�i �����

mn
p � so gewÌhlt werden, daÞ limn!1In � 0 ist.
Man kann also die Zahlenmengen, aus denen die Koe¤zienten der pn

gewÌhlt werden, immer ,,weniger dicht`̀ annehmen.

12.

Betrachtetman das Polynom pn�x� � axn (a>0; ganz rational) undbildet
man

In �
�1
0
p2n�x�dx �

a 2

2n� 1
;
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so sieht man folgendes: Wenn ln eine Folge ganzer Zahlen ist, fÏr die
limn!1ln � 1 und ln � o� ��np � gilt, so gibt es immer ln Polynome pn
fÏr welche limn!1In � 0, gleichgÏltig fÏr welches der ln Polynome pn
man das Integral In berechnet. (Man hat nur a � 1; 2 . . . ln zu setzen.)
Diese Bemerkung zeigt, daÞ es sozusagen sehr viele Polynome mit

ganzzahligen Koe¤zienten gibt, fÏr welche die Integrale In beliebig
klein werden.
InVerallgemeinerung dessen zeigenwir

Satz14: Sei C eine Kurve mit dem trans¢niten Durchmesser c < 1. Dann
gibt es zu jeder monoton!1 wachsenden Folge ganzer Zahlen ln fÏr
die

ln � o
1��
c
p
���� ����n� �

jedenfalls ln Polynome Pn mit ganzzahligen Koe¤zienten (aus K�i�) so,
daÞ die Integrale (11)mitwachsendem n beliebigkleinwerden, gleichgÏl-
tig welches der ln Polynome pn man zu ihrer Bildung verwendet.

Beweis: Nach einem Satz von Blichfeldt kann man zu jeder positiv de¢ni-
ten quadratischen Form

f 2 �
Xn
i;k�1

bik ai ak

mit der Diskriminante D k Gitterpunkte des n-dimensionalen Raumes
�a �i�1 � � � a �i�n ��i � 1; 2; . . . k� ¢nden, so daÞ gilt

f 2�a �i�1 � � � a �i�n �<� k2 n
����
Dn
p

i � 1; 2; . . . k

Wendenwir diesen Satz auf die fÏr In erhaltene quadratische Form an, so
kommenwir genau auf die Behauptung.
Zu den SÌtzen 12, 13, 14 Ìhnliche SÌtze kÎnnten auch fÏr die homoge-

nen Polynome aus 8. auf die gleiche Art bewiesenwerden.

Anschrift: Prof. Dr. E. Hlawka, MargaretenstraÞe 27=2=9, 1040 Wien.
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