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Kapitel III. DieTheorie der Strukturen von Sebasti~ao e Silva

1. EinfÏhrung

In Kapitel III betrachten wir Strukturen im Sinne von Sebastia¬ o e Silva,
die imGegensatz zu den zuvor betrachteten endlichen undKrasnerschen
Strukturen mehrstu¢g aufgebaut sind. Josë Sebastia¬ o e Silva wÌhlte fÏr
seine Form derTheorie der Strukturen ([21], [22]) den Ausgangspunkt in
derTypentheorie von Bertrand Russell (z.B. [19]). In Abwandlung der
Russelschen Ideenwerden in dieserTheorie ausgehend von einer Menge
von Grundelementen in hierarchischem Aufbau Elemente hÎherer
Stufen konstruiert, die nun ihrerseits nichts anderes sind als Relationen
Ïber Mengen von Elementen bereits konstruierter Stufen. Anders als bei
Sebasti~ao e Silva kommen aber in dieser Arbeit nur endliche Stufen in
Betracht1.
Wie in den beidenvorigenKapiteln seiA eineMenge vonElementen,

der wir durchRelationen eine Struktur aufprÌgenwollen. ImUnterschied
zuKapitel IIwollenwir in diesemKapitel nur noch Relationen endlicher
Stellenzahl betrachten.Wir gehen also in dieser Hinsicht wieder einen
Schritt zurÏck dafÏr aber in einer ganz anderen Hinsicht einen Schritt
weiter.Wir fassen nun nicht mehr nur Relationen Ïber der MengeA ins
Auge sondern, aufbauend auf diesen, neue Relationen Ïber derVereini-
gung von A mit der Menge R1�A� aller ÏberA de¢nierten Relationen.
Die gewÎhnlichen Relationen der Menge R1�A� sind Relationen
der Stufe eins. Die Ïber A [ R1�A� gebildeten Relationen haben
die Stufe 2 und bilden eine neue Menge R2�A�: Ûber der Menge
A [ R1�A� [ R2�A� kÎnnenwir nunRelationen der Stufe 3 bildenusw.
Der skizzierte Aufbau von Relationen beliebiger endlicher Stufen

verlangt noch eine genauere Darstellung. Die Relationen der Stufe 0
sind die Elemente der Menge A. Wir bezeichnen sie mit kleinen
lateinischen Buchstaben a; b usw. Relationen hÎherer oder auch
unbestimmter Stufen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchsta-
ben �, � usw. Der Redeweise entsprechend, daÞ die Elemente von A
auch Relationen der Stufe 0 genannt werden, vereinbaren wir auch per
Konvention die BezeichnungR0�A� � A:DieRelationen der Stufe eins
sind die gewÎhnlichen Relationen, wie wir sie in Kapitel I betrachtet
haben.

1 Zu den Auswirkungen dieser EinschrÌnkung vergleiche Anmerkung 6. Die im nÌch-
sten Absatz erwÌhnte EinschrÌnkung auf Relationen endlicher Stellenzahl wird bei Se-
bastia¬ o e Silva nicht streng eingehalten sondern gelegentlich durchbrochen. Jedoch hat
das keine tieferen Auswirkungen auf dieTheorie.
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Nehmen wir nun an, bis zu einer gewissen Stufe pÿ 1 seien alle
Relationen bereits de¢niert und die Menge der Relationen der Stufe
i �0 � i � pÿ 1� sei mit Ri�A� bezeichnet. Unter einem Argumenttyp
verstehenwir ein endliches Zahlentupel der Form �n1; n2; . . . ; ns�;wobei
ni � 0 fÏr i � 1; 2; . . . ; s: Es sei pÿ 1 � max�n1; n2; . . . ; ns�:
Eine Relation � der Stufe p und des Argumenttyps �n1; n2; . . . ; ns� ist

gegeben durch eine Aussageform ��U1;U2; . . . ;Us�; wobei
U1;U2; . . . ;Us Variable sind, dieWerte in Rn1�A�;Rn2�A�; . . . ;Rns�A�
annehmen kÎnnen.Wenn fÏr ein Tupel �1; �2; . . . ; �s mit �i �Rni �A�
die Relation � erfÏllt ist, so schreibenwir wie bisher

` ���1; �2; . . . ; �s� und andernfalls a ���1; �2; . . . ; �s�:
Relationen vom gleichen Argumenttyp sollen nicht unterschieden

werden, soweit sie die gleichen LÎsungen haben2. Jedoch betrachten
wirdie leerenRelationender verschiedenenArgumenttypen als unterein-
ander verschieden.
Die Menge A heiÞt bei Sebastia¬ o e Silva Fundament3. Ist g eine

Abbildung des Fundaments in sich, so de¢niert man dieWirkung von g
auf der Menge R1�A� auf dieselbe Weise, wie wir es bisher gemacht
haben. Diese De¢nition wird dann induktiv auf Relationen beliebiger
Stufen fortgesetzt.

2. LogikkalkÏl mit PrÌdikaten beliebiger Stufen

Wir wollen nunwie in Kapitel I den Aufbau eines LogikkalkÏls ins Auge
fassen, der uns dazu dienen soll, zu beschreiben, welche Relationen aus
anderen mit ,,logischen Mittelǹ ` abgeleitet werden kÎnnen. Da wir nicht
nur gewÎhnliche Relationen betrachtenwollenwie im erstenTeil, liegt es
auf der Hand, daÞ in unserem KalkÏl auch PrÌdikate hÎherer Stufen
vorkommen mÏssen. Dementsprechend werden wir auch Variablen
hÎherer Stufen benÎtigen, die als PrÌdikate fungieren und als Relationen
der entsprechenden Stufe interpretiert werden kÎnnen. Die Variablen
werden demnach in diesem KalkÏl von vorneherein etwas komplizier-
teres sein als in dem einfachen KalkÏl des Kapitels I, und wir mÏssen
mehr Sorgfalt darauf verwenden, ihre Rolle zu beschreiben.
Wir ordnen jeder Variablen X eine Stufe p�X� zu. Hat X die Stufe

p�X�; so soll es mÎglich sein fÏrXein beliebiges Element � einzusetzen,

2 In dieser Arbeit wird angenommen, daÞ es zu jeder Untermenge U des cartesischen
Produkts Rn1�A� � Rn2�A� � . . .� Rn5�A� eine Relation gibt, die genau die Tupel
��1; �2 . . . ; �s� ausU als LÎsungen zulÌÞt.
3 WÎrtlich heiÞt es bei Sebastia¬ o e Silva `̀ conjunto fundamental''.
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wenn � ein Element der Stufe p�X� ist4. Sind X und X1;X2; . . . ;Xn
Variable, so kÎnnen wir versuchsweise einen Ausdruck der Form
X�X1;X2; . . . ;Xn� bilden und uns nach dessen Sinn fragen. Setzt man
fÏrXundX1;X2; . . . ;Xn Relationen passender Stufe ein, so entsteht nur
in solchen FÌllen ein sinnvoller Ausdruck der Form ���1; �2; . . . ; �n�;
wo � gerade die Stellenzahl n und den zu �1; �2; . . . ; �n passenden
Argumenttyp hat.
Damit durch solche Einsetzungen keine unsinnigen AusdrÏcke

entstehen kÎnnen, mÏssen wir noch jeder Variablen, die wie X an der
Stelle eines PrÌdikats verwendet wird, einen bestimmen Argumenttyp
zuordnen und verlangen, daÞ bei der Bildung von AusdrÏcken der Form
X�X1;X2; . . . ;Xn� und bei Einsetzungen nicht nur die Stufe sondern
auch der Argumenttyp berÏcksichtigt werden. Die Variablen der ersten
Art, die nur an eine feste Stufe gebunden sind, nennen wir Individuen-
variable. Die Variablen der zweiten Art, die nicht nur eine feste Stufe
sondern auch einen Argumenttyp mit sich fÏhren, wollen wir PrÌdikat-
variable nennen.
Es sei nunR eine endliche oder unendliche Menge vonvorgegebenen

Relationen. In der Menge R sollen auch Relationen der Stufe 0, also
Elemente von A, nicht ausgeschlossen sein. Es ist unser Ziel einen
LogikkalkÏl L�R� zu de¢nieren mit der folgenden Eigenschaft:
FÏr jede Formel in unserem KalkÏl gibt es nach bestimmten noch

aufzustellenden Regeln bei Festlegung einer Reihenfolge fÏr die in ihr
vorkommenden freien Variablen eine eindeutige Interpretation als
Relation einer jeweils wohlde¢nierten Stufe ÏberA.
Es seiV1 ein fÏr jede Stufe und jeden Argumenttyp abzÌhlbar unen-

dlicherVorrat an PrÌdikatvariablenX;Y ; . . . . Ferner seiV2 ein fÏr jede
Stufe abzÌhlbar unendlicherVorrat an IndividuenvariablenU;V; . . . . Zu
jedem Element � 2 R gibt es ein entsprechendes Symbol im Alphabeth
des KalkÏls L�R�. Die Elemente der Menge R gehÎren, soweit sie eine
Stufe > 0 haben, zu den primitiven Bausteinen der Formeln. Alle

4 Dies entspricht den Konventionen beim Aufbau der Relationen hÎherer Stufen, wo
die Entscheidung getro¡enwurde, daÞ die Argumente einer Relation hÎherer Stufe an
vorgegebener Stelle stets eine feste Stufe haben sollen.
EswÌre auch einAufbaumÎglich,womanÏberall, woArgumente der Stufep zulÌssig

sind, auch Argumente aller Stufen � p zulassen wÏrde. Ein solcher Aufbau hÌtte den
Vorteil, daÞ dann auch nach demselben SchemaRelationen fÏr die der ersten Limeszahl
! entsprechende Stufe und fÏr beliebige weitere Stufen konstruiert werden kÎnnten.
JedochwÏrden dann an einigen Stellen die Beweise durch gewisse technische Kompli-
kationen umstÌndlicher. Deswegen haben wir auf die Betrachtung von Relationen mit
`̀gemischten Argumenten''dieser Art verzichtet.
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Elemente von R kÎnnen als konstante Terme in den Argumenten der
Formelbausteine auftreten.
Wir geben nun die De¢nition der Terme und der wohlgeformten

AusdrÏcke (Formeln) unseres KalkÏls und de¢nieren dabei zugleich,
welche die in einer Formel vorkommenden freien Variablen sind.
AnschlieÞend werden wir dann die Regeln fÏr die Interpretation der
Formeln als Relationen aufstellen.
FÏr die De¢nition derTerme genÏgt eine einzige Regel:

(T1) JedeVariable der Stufe p ist einTerm der Stufe p; jede Konstante der
Stufe p ist einTerm der Stufe p.

Regeln fÏrden Formelaufbau des KalkÏlsL�R�
(F1) Sind t1 und t2 Terme, so ist t1 � t2 eine Formel.
(F2) Ist X eine PrÌdikatvariable des Typs �n1; n2; . . . ; ns�; und sind
t1; t2; . . . ; ts beliebige Terme der Stufen n1; n2; . . . ; ns; so ist
X�t1; t2; . . . ; ts� eine Formel.
(F3) FÏr jede Relation ' einesTyps �n1; n2; . . . ; ns� aus der Menge R und
fÏr irgendwelche Terme t1; t2; . . . ; ts der Stufen n1; n2; . . . ; ns ist
'�t1; t2; . . . ; ts� eine Formel.
Formeln, die nach den Regeln (F1)^(F3) gebildet sind, werden Prim-

formeln genannt.
Die freienVariablen in einer FormelX � Y sindXund Y.
Sei t ein konstanterTerm. Eine Formel X � t oder t � X enthÌlt X

als einzige freieVariable.
Seien t1 und t2 konstanteTerme. Die Formel t1 � t2 enthÌlt keine freie

Variable.
Seien t1; t2; . . . ; ts Terme, von denen ti1 ; ti2 ; . . . ; tik identisch mit den

VariablenXi1 ;Xi2 ; . . . ;Xik seien. Die restlichen seien konstant.
Die freienVariablen in einer FormelX�t1; t2; . . . ; ts� sind dannXund

Xi1 ;Xi2 ; . . . ;Xik :
Die freien Variablen in einer Formel '�t1; t2; . . . ; ts� sind dann

Xi1 ;Xi2 ; . . . ;Xik :
F4) Ist � eine Formel, so ist auch (�) eine Formel.
F5) Sind �1 und �2 Formeln, so ist auch �1 ^ �2 eine Formel.
F6) Ist � eine Primformel oder eine Formel der Gestalt (	), so ist auch
:� eine Formel. Die freienVariablen einer Formel (�) oder einer Formel
:� sind dieselben wie die der Formel �. Die freien Variablen einer
Formel �1 ^ �2 sind diejenigenVariablen, die in �1 oder in �2 frei
vorkommen.
F7) Ist � eine Primformel oder eine Formel der Gestalt (	), und ist X
eine beliebigeVariable, so ist (9X�� eine Formel.
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Die freienVariablen einer Formel �9X�� sind die freienVariablenvon
� abzÏglich derVariablenX.
Zur einfacheren Darstellung der Formeln werden wir gemÌÞ den

Ïblichen Konventionen noch weitere nicht zum Alphabeth des KalkÏls
gehÎrende Zeichen verwenden, und zwar hauptsÌchlich die folgenden:
8 (fÏr alle), _ (nicht ausschlieÞendes oder), ! (Implikation),
� (Øquivalenz)5.

Interpretation der Formeln des KalkÏlsL�R� als Relationen
Es ist nun noch notwendig, sich Ïber die Interpretation der Formeln als
Relationen klarzuwerden. Die Interpretation wirft, abgesehen von der
Bestimmung desTyps und der Stufe der zu einer Formel gehÎrenden
Relationen, keine anderen Probleme auf als die Interpretation der
Formeln des in Kapitel I verwendeten PrÌdikatenkalkÏls erster Stufe.
Trotzdemwollen wir hier etwas pedantisch vorgehen und die Interpreta-
tion Schritt fÏr Schritt parallel mit dem Formelaufbau de¢nieren. Dazu
ist als erstes eine Erweiterung des KalkÏls umweitere Konstante notwen-
dig. Jedes Element einer der Mengen A � R0�A�;R1�A�;R2�A�; . . .
soll nun durch eine entsprechende Konstante des erweiterten KalkÏls
L��R� reprÌsentiert sein. Die Bildungsregeln fÏr den erweitertenKalkÏl
L��R� sind dieselben wie die des KalkÏls L�R�:
SindX1;X2; . . . ;XnVariable und '1; '2; . . . ; 'n Konstante, so lassen

wir eine Substitution X1 ! '1;X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n zu, wenn fÏr
i � 1; 2; . . . ; n folgende beide Bedingungen erfÏllt sind:
S1) die Stufe von 'i ist gleich der Stufe vonXi;
S2) ist Xi eine PrÌdikatvariable, so stimmen dieTypen von Xi und 'i
Ïberein.
Die folgenden Regeln I1)^I7) bestimmen die Interpretation von

Formeln bei zulÌssigen Substitutionen und bilden die Grundlage fÏr
die Interpretation beliebiger Formeln.

5 An dieser Stelle sind noch einige weitere Ïbliche Konventionen zu erwÌhnen:
�9X1;X2; . . . ;Xn���� steht als AbkÏrzung fÏr �9X1���9X2� � � � �9Xn���� � � �� und

eine entsprechende Konvention gilt auch fÏr den Quantor 8.
Statt runder Klammerpaare (� � �) verwenden wir der Ûbersichtlichkeit halber auch

Paare eckiger Klammern [� � �], wenn dadurch eine HÌufung von Klammern gleichen
Aussehens vermiedenwerden kann.
Wenn Klammern zwar nach den Regeln des KalkÏls notwendig wÌren, zurVerdeut-

lichung desWirkungsbereichs von Quantoren oder logischer Operatoren jedoch nicht
benÎtigt werden, so lassen wir sie weg. Dies gilt insbesondere fÏr Formeln, in denen
syntaktische Variable fÏr Formelteile vorkommen: wir schreiben also zum Beispiel
�9X�� an Stelle von �9X���� und :� an Stelle von :��� usw.
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(I1) Ist � eine Primformel der Gestalt X � Y ; so entsteht durch eine
zulÌssige SubstitutionX ! ';Y !  die Aussage ' �  :Die Aussage
' �  ist wahr, wenn ' und  gleich sind. Ist � eine Primformel der
Gestalt X � X; so entsteht durch eine zulÌssige Substitution X ! '
die Aussage ' � '; die stets wahr ist. Ist � eine Primformel der Gestalt
X �  oder  � X; so entsteht durch eine zulÌssige Substitution
X ! ' die Aussage ' �  bzw.  � ': Die entstandene Aussage ist
wahr, wenn ' und  gleich sind.
Seien t1; t2; . . . ; ts Terme, von denen ti1 ; ti2 ; . . . ; tik identisch mit den

Variablen Xi1 ;Xi2 ; . . . ;Xik seien. Die restlichen seien konstant und
gleich 'j1 ; . . .'js :
(I2) Ist� eine Primformel der GestaltX�t1; t2; . . . ; ts�; so entsteht durch
eine zulÌssige Substitution X ! '; Xi1 ! 'i1 ; Xi2 ! 'i2 ; . . . ;
Xik ! 'ik die Aussage '�'1; '2; . . . ; 's�: Sie ist wahr, wenn

` '�'1; '2; . . . ; 's�; andernfalls nicht wahr.
(I3) Ist � eine Primformel der Gestalt '�t1; t2; . . . ; ts�; so entsteht durch
eine zulÌssige Substitution Xi1 ! 'i1 ;Xi2 ! 'i2 ; . . . ;Xik ! 'ik die
Aussage '�'1; '2; . . . ; 's�: Sie ist wahr, wenn

` '�'1; '2; . . . ; 's�; andernfalls nicht wahr.
(I4) Ist � eine Formel der Gestalt �	� in den freien Variablen
X1;X2; . . . ;Xn; so entsteht durch die zulÌssige Substitution X1 ! '1;
X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n aus 	 eine Aussage 	� und aus � die Aussage
�	��. Die Aussage �	�� ist genau dannwahr, wenn 	� wahr ist.
(I5) Ist � eine Formel der Gestalt �1 ^ �2 in den freien Variablen
X1;X2; . . . ;Xn; so entstehen durch eine zulÌssige Substitution
X1 ! '1;X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n aus �1 und �2 die Aussagen ��1 und
��2; und es entsteht aus � die Aussage ��1 ^ ��2: Sie ist genau dannwahr,
wenn ��1 und ��2 beide wahr sind.
(I6) Ist � eine Formel der Gestalt :	 in den freien Variablen
X1;X2; . . . ;Xn; so entsteht durch eine zulÌssige Substitution
X1 ! '1;X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n aus 	 die Aussage 	� und aus � die
Aussage :	�: Die Aussage :	� ist wahr, wenn 	� nicht wahr ist, und
nicht wahr, wenn 	� wahr ist.
(I7) Ist � eine Formel der Gestalt �9X�	 in den freien Variablen
X1;X2; . . . ;Xn; so entsteht durch eine zulÌssige SubstitutionX1 ! '1;
X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n aus 	 eine Formel 	�, die noch die freieVari-
ableXenthaltenkann, und aus� entstehtdieAussage �9X�	�.Wenn	�
die freieVariableX nicht enthÌlt, so ist	� eine Aussage, und die Aussage
�9X�	� ist wahr, wenn 	� wahr ist, und nur dann.Wenn dagegen 	�

Ûber einen Satz von Krasnerö 2.Teil 53



noch von der freienVariablen X abhÌngt, so ist die Aussage �9X�	�
genau dann wahr, wenn es eine zulÌssige Substitution X ! ' gibt, so
daÞ die durch diese Substitution aus 	� entstehende Aussage wahr ist.
ZumVerstÌndnis dieser Regeln sei noch angemerkt, daÞ sie nicht nur

de¢nieren, wie derWahrheitswert von Aussagen gefundenwird, sondern
auch, welche neue Aussage oder Formel durch eine beliebige zulÌssige
Substitution aus einer Formel entsteht.
NunkÎnnenwir auch die Interpretation einer beliebigen Formel� des

KalkÏls L�R� als Relation festlegen. Seien X1;X2; . . . ;Xn die in �
vorkommenden freienVariablen in fest vorgegebener Reihenfolge. FÏr
die Aussage, die aus � als Ergebnis einer zulÌssigen Substitution
X1 ! '1;X2 ! '2; . . . ;Xn ! 'n entsteht, schreibenwir

�jX1!'1;X2!'2;...;Xn!'n

Die Relation, als die bei der gegebenen Reihenfolge der Variablen die
Formel � interpretiert wird, bezeichnenwir wie in Kapitel I durch

�jX1;X2;...;Xn

Sie ist durch folgende Øquivalenz de¢niert:

` �jX1;X2;...;Xn
�'1; '2; . . . ; 'n� dann und nur dann,

wenn die Aussage �jX1!'1;X2!'2;...;Xn!'n
wahr ist.

3. Operationen auf Relationen

Im ersten Kapitel war der Ansatz verfolgt worden, die ableitbaren
Relationen durch logische AusdrÏcke aus den vorgegebenen Relationen
zu bilden. Dagegen bestand der im zweiten Kapitel dargestellte
Krasnersche Ansatz darin, die abgeleiteten Relationen durch gewisse
einfache Operationen aus den vorgegebenen Relationen zu bilden. Hier
wollen wir nun beide Methoden wieder aufgreifen und zeigen, daÞ sie
einerseits gleichwertig sind aber andererseits beide in unserer neuen
Situation nicht ganz ausreichen.
Bei den im folgenden zu de¢nierenden elementaren Operationen auf

Relationen werden die folgenden gedanklichen Operationen eine Rolle
spielen.

1) Erkennen von Gleichheit.
2) Erkennen der GÏltigkeit einer Relation ' fÏr einTupel '1; . . . ; 's:
3) Erkennen der Stufe einer Relation oder einesTupels.
4) Umstellung vonTupeln mittels Permutationen.
5) Negation von Aussagen.
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6) Und-VerknÏpfung von Aussagen.
7) Komposition von Tupeln ��1; . . . ; �s� und ��1; . . . ; �t� zu einem

neuenTupel ��1; . . . ; �s; �1; . . . ; �t�:
8) Existenzaussagenwie `̀Es gibt � derart, daÞ . . .''.

Heben der Stufe

Sei � eine beliebige Relation der Stufe p, die auch Null sein kann. Dann
bezeichnet �" die Relation der Stufe p� 1 mit der einzigen LÎsung �:

` �"��� und aus ` �"��� folgt die Identit�at von � und �:

Senken der Stufe

Sei � eine beliebige Relation der Stufe p > 0; die genau eine LÎsung hat.
Dann bezeichnet �# diese eindeutig bestimmte LÎsung, d.h. die Relation
der Stufe pÿ 1 mit der Eigenschaft

` ���#�:
Diese Operation ist zur vorigen invers, d.h. � ist identisch mit �"#:

Komplement

FÏr eine beliebige Relation � der Stellenzahl s und desTyps t bezeichne
�� die Relation mit der De¢nition

` ����1; �2; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

dasTupel ��1; �2; . . . ; �s� denTyp t hat und wenn
a � ��1; �2; . . . ; �s�:

Durchschnitt undVereinigung

Seien �1 und �2 Relationenvom selbenTyp. Dann bezeichnet �1 \ �2 die
Relation mit der De¢nition

` �1 \ �2 ��1; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

` �1��1; . . . ; �s� und ` �2��1; . . . ; �s�:
�1 [ �2 bezeichnet die Relation ���1 \ ��2 ��:
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Transformierte bezÏglich einer Permutation k

Sei � eine Relation der Stellenzahl s und � eine Permutation der Menge
f1; 2; . . . ; sg:Dann bezeichnet �� die Relation mit der De¢nition
` ����1; �2; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

` ���1; �2; . . . ; �s� und �1 � ���1�; �2 � ���2�; . . . ; �s � ���s�:

Projektion

Sei � eine Relation der Stellenzahl s > 1. Dann bezeichnet �sÿ1 die
Relation der Stellenzahl s ÿ 1 mit der De¢nition

` � sÿ1��1; �2; . . . ; �sÿ1� dann und nur dann;

wenn es ein Element �s gibt, so daÞ ` ���1; �2; . . . ; �sÿ1; �s�:

Erweiterung

Sei � eine Relation der Stellenzahl s ÿ 1 > 0. Dann bezeichnet � s; p die
Relation der Stellenzahl s und der Stufe max � p� ��; p� 1� mit der
De¢nition

` � s;p��1; �2; . . . ; �sÿ1; �s� dann und nur dann, wenn

` ���1; �2; . . . ; �sÿ1� und die Stufe von �s gleich p ist:

Ist M � fi1; i2; . . . ; irg eine Untermenge der Menge f1; 2; . . . ; sg; so
kann man auch eine Projektion einer beliebigen s-stelligen Relation � in
eine r-stellige �M de¢nieren, wo nur die Argumentpositionen
i1; i2; . . . ; ir berÏcksichtigt sind:

` �M��1; �2; . . . ; �r�; dann und nur dann, wenn es Elemente

�1; . . . ; �s gibt, so da�

` ���1; �2; . . . ; �s� und �1 � �i1 ; �2 � �i2 ; . . . ; �r � �ir :
Diese Projektion lÌÞt sich durchTransformation mit einer geeigneten

Permutation und wiederholte einfache Projektion zusammensetzen.
Dabei hat man nur dafÏr zu sorgen, daÞ ��i1� � 1; ��i2� � 2; . . . ;
��ir� � r:Dann ergibt sich �M � ��sÿ1; sÿ2;...; sÿ�sÿr�:
In ÌhnlicherWeise lassen sich auch mehrfache Erweiterungen de¢nie-

ren und aus den gegebenen Operationen erzeugen.
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Quasi-Diagonale

Sei � eine Permutation der Menge f1; 2; . . . ; sg:Dann bezeichnet �� die
s-stellige Relation mit der Eigenschaft

`����1; �2; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

�1 � ���1�; �2 � ���2�; . . . ; �s � ���s�:
DieRelation�� heiÞtQuasi-Diagonale bezÏglich�.Mankann sich die

Quasi-Diagonalen auch durch die logische Operation der Gleichsetzung
von Komponenten entstanden denken.Wir bezeichnen im folgenden die
Menge aller Quasi-Diagonalen mit �.

Metarelationen

FÏr jede Stellenzahl s > 0und fÏr jedenArgumenttyp t ��n1; n2; . . . ; ns�
betrachten wir die s � 1-stellige Relation �t mit der De¢nition

` �t��; �1; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

` ���1; . . . ; �s�:
�t hat die Stufe p� 1 und den Argumenttyp �p; n1; . . . ; ns�; wobei
pÿ 1 � max�n1; n2; . . . ; ns�: Wir nennen �t die Metarelation zumTyp
t. FÏr die Metarelationen gibt es in den zuvor betrachteten einstu¢gen
Strukturen keine Entsprechung.Wir bezeichnen im folgenden dieMenge
aller Metarelationen mitM.

Satz 1. Sei R eine Menge von Relationen und sei E�R� die kleinste
gegenÏber allen elementaren Operationen abgeschlossene Menge von
Relationen, die R sowie alle Quasidiagonalen und alle Metarelationen
enthÌlt.

a) Eine Relation ' der Stufe > 0 gehÎrt genau dann zu E�R�; wenn es
im KalkÏlL�R� eine Formel � gibt, so daÞ ' :� �jX1;X2;...;Xs

:

b) Ein Element c der Stufe 0 gehÎrt genau dann zu E�R�, wenn c" zu
E�R� gehÎrt.
Beweis: a) Sei ' �E�R�:Wir mÏssen beweisen, daÞ ' durch eine Formel
des KalkÏls L�R� dargestellt werden kann.
FÏr die Relationen aus R gilt das nach De¢nition der KalkÏls L�R�:

FÏr Quasi-Diagonalen kÎnnenwir Formeln der Art

�X1 � X1 ^X2 � X2 ^ � � � ^Xs � Xs� ^ �Xi1 � Xj1 ^Xi2 � Xj2 � � ��
angeben.
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Metarelationen werden durch Formeln der Art X�X1;X2; . . . ;Xs�
de¢niert.
Sei nun ' eine Relation der Stellenzahl s und des Typs

t � �n1; n2; . . . ; ns�; von der die Behauptung bewiesen ist. D.h. es gelte
' :� �jX1;X2;...;Xs

fÏr eine gewisse Formel � des KalkÏls L�R�:
Es ist zu beweisen, daÞ dann auch die Relationen durch Formeln

darstellbar sind, die aus ' durch Anwendung einer der oben de¢nierten
unÌren Operationen entstehen.Wir kÎnnen dabei annehmen, daÞ die
VariablenX1;X2; . . . ;Xs respektive die Stufen n1; n2; . . . ; ns haben.
Die Relation '" wird dann dargestellt durch die Formel

�8X1;X2; . . . ;Xs��X�X1;X2; . . . ;Xs����:
Die Relation '# kann nur existieren, wenn s � 1: D.h. es gilt

' :� �jX1
in diesem Fall.

Wir kÎnnen annehmen, daÞ X1 eine PrÌdikatvariable des zu '# pas-
senden Typs ist. Denn eine andere PrÌdikatvariable kann X1 nach den
Regeln von x2 nicht sein, und wenn X1 eine Individuenvariable ist, so
kÎnnen wir zu einer Ìquivalenten Formel �9X1��� ^X1 � Y � Ïberge-
hen, woYdie gewÏnschte Eigenschaft hat. Sei nun die Stufe von '# grÎ-
Þer als Null und seien U1;U2; . . . ;Ur zu den Argumenten von '#
passende Variable. Die Relation '# wird dann dargestellt durch die
Formel

�9X1��� ^X1�U1;U2; . . . ;Ur��:
Hat '# die Stufe Null, so ist an dieser Stelle nichts zu beweisen.
Das Komplement der Relation 'wird dargestellt durch die Formel :�;
d.h. es gilt

'� :� :�jX1;X2;...;Xs
:

Ist � eine Permutation der Menge f1; 2; . . . ; sg, so folgt
'� :� �jX��1� ;X��2� ;...;X��s�

:

Also ist auch '� durch die Formel � darstellbar.
FÏr die Projektion 'sÿ1 von ' gilt 'sÿ1 :� �9Xs����jX1;X2;...;Xs

:

FÏr die Erweiterung ' s�1; p gilt ' s�1; p :� � ^Xs�1 �
Xs�1jX1;X2;...;Xs�1 :

Also sind auch Projektionen und beliebige Erweiterungen durch
Formeln darstellbar, wenn es die Relationen sind, auf die diese Operatio-
nen angewendet werden.
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Seien nun '1 und '2 Relationen gleichenTyps 6� 0; die beide durch
Formeln aus L�R� darstellbar sind:

'1 :� �1jX1;X2;...;Xs
und '2 :� �2jY1;Y2;...;Ys

:

Dann folgt '1 \ '2 :� �9X1;X2; . . . ;Xs���1 ^ �2�
�X1 � Y1 ^X2 � Y2 ^ � � � ^Xs � Ys�jY1;Y2;...;Ys

:

Damit ist gezeigt, daÞ alle durch elementare Operationen aus
R [� [M erzeugbaren Relationen durch Formeln des KalkÏls L�R�
darstellbar sind.
EsmuÞ nun noch dasUmgekehrte bewiesenwerden, nÌmlich daÞ jede

durch eine Formel des KalkÏls L�R� darstellbare Relation zur Menge
E�R� der durch elementare Operationen aus R [� [M erzeugten
Relationen gehÎrt.
Dies zeigen wir zunÌchst fÏr Primformeln, dann induktiv nach dem

Formelaufbau vorgehend fÏr zusammengesetzte Formeln.
Ist '"R eine Relation der Stellenzahl s und des Typs

t � �n1; n2; . . . ; ns�; so gilt fÏr eine entsprechende Formel
'�X1;X2; . . . ;Xs�; daÞ die Variablen X1;X2; . . . ;Xs jeweils die dem
Argumenttyp t entsprechende Stufe haben. Sind sie untereinander
verschieden, so folgt ' :� '�X1;X2; . . . ;Xs�jX1;X2;...;Xs

:

Sind nicht alle Variable verschieden, so gibt es eine Quasi-
Diagonale �� vom entsprechenden Typ, so daÞ ' \ �� :�
'�X1;X2; . . . ;Xs�jX1;X2;...;Xs

:

FÏr eine Primformel der Art X � Y erhalten wir die den Variablen
entsprechende Quasi-Diagonale �� :� X � Y jX;Y : Dabei ist
� � �1; 2�:
FÏr PrimformelnX � X erhalten wir �� :� X � XjX mit � � �1�:
FÏr Primformeln X � ' oder ' � X gilt ' 2 R und

'" :� X � 'jX bzw. '" :� ' � XjX :
Betrachten wir nun Primformeln der Art X�X1;X2; . . . ;Xs�: Es sei

zunÌchst angenommen, daÞ dieVariablenXi untereinander verschieden
sind.
Bezeichnen wir mit t � �n1; n2; . . . ; ns� den Argumenttyp der PrÌdi-

katvariablen X, so ergibt sich �t :� X�X1;X2; . . . ;Xs�jX1;X2;...;Xs
: D.h.

wir erhalten die Metarelation desTyps t.
Ist die obige Bedingung nicht erfÏllt, d.h. sind die Variablen

X1;X2; . . . ;Xs nicht untereinander verschieden, so ergibt sich auf Ìhn-
licheWeise wie bei der Diskussion der Primformeln fÏr eine geeignete
Quasi-Diagonale ��; daÞ

�t \ �� :� X�X1;X2; . . . ;Xs�jX1;X2;...;Xs
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Primformeln der Art '�t1; t2; . . . ; ts� oder X�t1; t2; . . . ; ts�; die auch
konstanteTerme enthalten, wollen wir erst spÌter betrachten, wenn wir
die Konjunktion vonTeilformeln behandelt haben. Nun betrachten wir
eine Formel� in den freienVariablenX1;X2; . . . ;Xs;vonder wir anneh-
men, daÞ die Relation ' :� �jX1;X2;...;Xs

zu E�R� gehÎre.
Dann ergibt die Interpretation der Formel :� das Komplement der

Relation ' und �9Xs�� ergibt die Projektion 's der Relation '.
Ist schlieÞlich noch eine weitere Formel 	 in den Variablen

Y1;Y2; . . . ;Yr gegeben, deren Interpretation ebenfalls in E�R� liegt,
so mÏssen wir nun noch die Formel � ^	 betrachten.
Es genÏgt zu beweisen, daÞ die Formel � ^	 bei einer bestimmten

Reihenfolge ihrer freienVariablen eine Relation aus E�R� ergibt. Seien
nun Z1;Z2; . . . ;Zq die den beiden Formeln gemeinsamen freien
Variablen. FÏr die restlichenVariablen der Formel � schreiben wir nach
eventueller Ønderung der Reihenfolge Xq�1;Xq�2; . . . ;Xs und fÏr die
restlichenVariablen der Formel 	 ebenso Yq�1;Yq�2; . . . ;Yr:
Sei also ' :� �jZ1;...;Zq ;Xq�1;Xq�2;...;Xs

und  :� 	jZ1;...;Zq ;Yq�1;Yq�2;...;Yr
:

Es gilt ' " E�R� und  "E�R�, denn E�R� ist invariant gegen belie-
bige Permutationen von Argumenten. Nun erweiternwir die Relation '
um r ÿ q den Variablen Yq�1; . . . ;Yr entsprechende Stellen und wir
erweitern  um s ÿ q denVariablenXq�1; . . . ;Xs entsprechende Stellen.
Diese Erweiterungen 's�1;s�2;...s�rÿq und  r�1;r�2;...;s�rÿq erhalten wir
durch
Formeln:

's�1;s�2;...s�rÿq :� � ^ Yq�1 � Yq�1 ^ � � � ^ Yr

� YrjZ1;...;Zq ;Xq�1;Xq�2;...;Xs;Yq�1;Yq�2;...;Yr
;

 q�1;q�2;...;s :� 	 ^Xq�1 � Xq�1 ^ � � � ^Xs

� XsjZ1;...;Zq ;Xq�1;Xq�2;...;Xs;Yq�1;Yq�2;...;Yr
:

Wir mÏssen uns noch Ïberzeugen, daÞ ' s�1;s�2;...s�rÿq und
 r�1;r�2;...;s�rÿq wirklich in E�R� liegen. Solange unter den Variablen
Xq�1;Xq�2; . . . ;Xs und Yq�1;Yq�2; . . . ;Yr keine PrÌdikatvariablen
vorkommen, besteht hier kein Problem. Betrachten wir nun den Fall,
daÞ eine der Variablen, z.B. Xj eine PrÌdikatvariable vom Typ
t � �n1; n2; . . . ; nu� und der Stufe p sei. Dann muÞ die gewÎhnliche
Erweiterung noch mit einer Relation geschnitten werden, die in der
entsprechenden Stelle nur Argumente vomTyp t erlaubt. Eine entspre-
chende einstellige Relation erhaltenwir als Projektion von �t in die erste
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Stelle, d.h. �t;2;3;...;u hat die gewÏnschte Eigenschaft. Eine geeignete
Erweiterung von�t;2;3;...;u ist dann die Relation, diewir suchen. Es ergibt
sich ' s�1;s�2;...;s�rÿq "E�R� und  r�1;r�2;...;s�rÿq "E�R�
Da auÞerdem die Formeln � ^	 und

� ^ Yq�1 �Yq�1 ^ � � � ^ Yr �Yr ^	 ^Xq�1 �Xq�1 ^ � � � ^Xs �Xs

Ìquivalent sind, folgt

' s�1;s�2;...s�rÿq \  r�1;r�2;...;s�rÿq

:� � ^	jZ1;...;Zq ;Xq�1;Xq�2;...;Xs;Yq�1;Yq�2;...;Yr
:

Da die Relation ' s�1;s�2;...s�rÿq \  r�1;r�2;...;s�rÿq in E�R� liegt, ist
bewiesen, daÞ durch� ^	 nur Relationen ausE�R� dargestellt werden.
Nunkommenwir auf die noch nichtbehandelten Primformeln derArt

'�t1; t2; . . . ; ts� oder X�t1; t2; . . . ; ts� zurÏck, die auch konstanteTerme
enthalten. Sei zum Beispiel t1 der konstante Term '1:Wir ersetzen die
Primformel '�t1; t2; . . . ; ts� durch eine Ìquivalente Formel der Art
�9X1� �'�X1; t2; . . . ; ts� ^X1 � '1�: Auf diese Weise lassen sich alle
konstantenTerme in Primformeln eliminieren.
b) Ist c 2 E�R�; so folgt c" 2 E�R�. Ist umgekehrt c" inE�R�, so folgt

c"# � c 2 E�R�:
4. Ableitbarkeit von Relationen

Wir wollen in diesem Abschnitt die Fragestellung 1 aus dem ersten
Kapitel wieder aufnehmen: welche weiteren Relationen lassen sich aus
einer Menge R von primitiven Relationen allein mit logischen Mitteln
ableiten?
Wie wir sehenwerden, gibt es mehrere mÎgliche Antworten auf diese

Frage, je nachdem, was unter logischen Hilfsmitteln verstandenwird.
Betrachten wir zunÌchst die Relationen, die sich aus einer gegebenen

Menge Rmittels der elementaren Operationen und unter Zuhilfenahme
der trivialen Relationen erzeugen lassen.
Satz 1des vorigen Abschnitts sagt aus, daÞ und wie sich diese Relatio-

nen mit logischen Hilfsmitteln aus den primitiven Relationen derMenge
R ableiten lassen. Dieser Satz rechtfertigt also die folgende De¢nition.

De¢nition. Eine Relation ' der Stufe > 0 heiÞt aus der Relationen-
menge R elementar ableitbar, wenn es im KalkÏl L�R� eine Formel �
in den freienVariablen,X1;X2; . . . ;Xs gibt, so daÞ ' :� �jX1;X2;...;Xs

:
Ein Element c der Stufe Null heiÞt elementar ableitbar, wenn es im

KalkÏl L�R� eine Formel � in einer freien Variablen X gibt, so daÞ
c" :� �jX :
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DieMenge aller ausR elementar ableitbaren Relationen ist gemÌÞ obi-
ger De¢nition und gemÌÞ Satz 1 gleich der in x3 eingefÏhrten Menge
E�R�:
Nun kann der folgende Fall eintreten: alle LÎsungen einer Relation '

sind elementar ableitbar. Ist dann auch ' selbst elementar ableitbar?
Wir betrachten also eine Relation ' mit der Eigenschaft: wenn

` '��1; �2; . . . ; �s�; so sind die Elemente �1; �2; . . . ; �s

elementar ableitbar:
Eine solche Relation muÞ nicht notwendigerweise selbst elementar
ableitbar sein, da die Menge der LÎsungstupel ��1; �2; . . . ; �s� beliebig
verwickelt sein kann. Invielen FÌllen folgt nÌmlich, daÞ es nur abzÌhlbar
viele elementar ableitbare Relationen geben kann, hingegen kÎnnen
ÏberabzÌhlbar viele Relationen durch Vorgabe der LÎsungstupel
��1; �2; . . . ; �s� entstehen. Ein konkretes Beispiel dafÏr werdenwir spÌ-
ter geben (siehe Beispiel 1, in x6�:
Nunwird aber ' unter jeder Abbildung invariant bleiben, die alle ele-

mentar ableitbaren Relationen invariant lÌÞt. Daher ist es fÏr unsere
Zwecke nÎtig, einenweitergefaÞtenBegri¡derAbleitbarkeit6 zu betrach-
ten. Dabei mÏssen wir in gewisser Weise die De¢nierbarkeit beliebiger
Mengen aus bereits de¢nierten Elementen als mÎglich akzeptieren.
SchlieÞlich muÞ der ins Auge zu fassende Begri¡ der Ableitbarkeit noch
gegenbeliebige Iterationen abgeschlossen sein, da dieseEigenschaft allen
De¢nitionsprozessen zukommt. Man kann sich beim De¢nieren immer
auf bereits De¢niertes beziehen.
Wir kommen also zu folgenden Postulaten der Ableitbarkeit:

A1) Jede aus der Relationenmenge R elementar ableitbare Relation ' ist
ausR ableitbar.
A2) Sind alle Relationen der Menge S aus R ableitbar und ist ' aus S
ableitbar, so ist ' aus R ableitbar.
A3) Ist ' eine Relation mit der Eigenschaft, daÞ aus
` '��1; �2; . . . ; �s� die Ableitbarkeit von �1; �2; . . . ; �s folgt, so ist
auch die Relation ' selbst ausR ableitbar.

6 Das Problem, ob es Relationen gibt, die nach Axiom A3) ableitbar sind aber nicht
elementar ableitbar, kennzeichnet Sebasti~ao e Silva als ein sehr subtiles und schwieriges.
Er vergleicht es hinsichtlich seiner Schwierigkeit mit dem Problem derWiderspruchs-
freiheit der Arithmetik. Jedoch gilt diese Aussage nur unter der Bedingung, daÞ man
Relationen beliebig hoher, auch trans¢niter Stufen zulÌÞt.
In der hier vorgelegten Darstellung stellt sich dieses Problem nicht, weil wir nur Re-

lationen endlicher Stufen zulassen.
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De¢nition. Sei ��R� das System aller Relationenmengen M mit den
Eigenschaften

i) R � M;
ii) ist U � M; so folgtE�U� � M;
iii) ist ' eine Relation derart, daÞ ` '��1; �2; . . . ; �s� stets

�1; �2; . . . ; �s "M nach sich zieht, so folgt ' " M:

Das System��R� ist Ïbrigens nicht leer, da dieMenge aller Relationen
o¡ensichtlich die geforderten Eigenschaften hat.
A4) SeiM 2 ��R�:Dann enthÌltM alle ableitbaren Relationen.
Postulat A2) ist eine TransitivitÌtsregel, die besagt, daÞ das Ableiten

neuer Relationen aus bereits gegebenen beliebig iteriert werden kann.
A3) ist die entscheidendeEigenschaft, die uns Ïber die elementareAbleit-
barkeit hinausfÏhrt. A4) bedeutet, daÞ es auÞer den Mechanismen von
A1) und A3) keine weiteren Konstruktionsmechanismen geben soll, die
von gegebenen zu neuen ableitbaren Relationen fÏhren.
(4.1) Es gibt genau eine Zuordnung, die jeder Menge R von Relationen
eine Menge<R> der ausR ableitbaren Relationen zuordnet, so daÞ die
Postulate A1)^A4) erfÏllt sind, nÌmlich die Zuordnung
R!<R>� \�M"��R��M:
Beweis. Wir zeigen zunÌchst, daÞ<R> die Postulate A1)^A4) erfÏllt. Die
Eigenschaften i), ii) und iii) der MengenM in ��R� Ïbertragen sich auf
den Durchschnitt<R>; d.h.<R> gehÎrt selbst zu ��R�:Daraus folgt
sofort, daÞ <R> die Postulate A1) und A3) erfÏllt. Betrachten wir nun
eine Menge S �<R>; deren Elemente alle aus R ableitbar sind, wie in
A2). Jede R enthaltende Menge M mit den Eigenschaften i), ii) und iii)
erfÏllt diese Eigenschaften auch fÏr S an Stelle von R, da sie auch S
enthÌlt. Daraus folgt ��R� � ��S� und deswegen ist <S>�<R>.
Somit ist jede aus S ableitbare Relation auch aus R ableitbar, und A2) ist
erfÏllt. Die GÏltigkeit von A4) ergibt sich aus der Durchschnittsbildung.
Nun sei fÏr jede MengeR eine MengeM�R� gegeben, so daÞ die Pos-

tulate A1) bis A4) erfÏllt sind.Wir konstruieren durch trans¢nite Induk-
tion eineUntermengeM1 vonM�R�, welche die Eigenschaften i), ii) und
iii) hat.
Dazu gehen wir von Axiom A1) aus und nennen die aus R elementar

ableitbaren Relationen auch 0-ableitbar. Dann benutzen wir Axiom
A3) und fÏgen alle Relationen zu E�R� � E0�R� hinzu, welche das
Kriterium von A3) erfÏllen, d.h. welche LÎsungen nur in E0�R� haben.
Die so entstandene Menge sei durch T�E0�R�� bezeichnet. Ûber dieser
Menge bilden wir wieder alle elementaren Ableitungen und nennen
die so erhaltene Menge E�T�E0�R�� � E1�R� die Menge der 1-ableit-
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baren Relationen. Dieser ProzeÞ muÞ unter UmstÌnden durch
trans¢nite Induktion fortgefÏhrt werden. Ist dabei i eine Limeszahl
und ist fÏr alle Ordnungszahlen � < i die Relationenmenge E��R�
bereits de¢niert, so setzen wir Ei�R� � [��<i�E��R�: Ist i keine
Limeszahl, so setzen wir Ei�R� � E�T�Eiÿ1�R��� wie im obigen
Beispiel fÏr i � 1:
Der ProzeÞ bricht o¡ensichtlich ab, wenn fÏr eineOrdnungszahl i ein-

malEi�R� � Ei�1�R� eintritt.Dies geschieht genau dann,wenn es keine
neuen das Kriterium von A3) erfÏllenden Relationen mehr gibt. Die
gesuchte MengeM1 ist dann gleich Ei�R�:
Da nun M1 die Eigenschaften i), ii) und iii) hat, folgt aus A4), daÞ

M�R� � M1; und somitM�R� � M1: Andererseits ergibt sich aus den
Postulaten A1)^A3) daÞM1 �<R> und somit folgtM�R� �<R>.

De¢nition. Wir nennen<R> den logischen AbschluÞ vonR.Von einer
beliebigen Relation ' sagen wir dann und nur dann, sie sei aus R ableit-
bar, wenn ' " <R>.
Der Beweis von (4.1) hat noch die folgende Aussage ergeben.

(4.2) Die ableitbaren Relationen werden durch einen trans¢niten Kon-
struktionsprozeÞ erzeugt, wobei im i-ten Schritt die Menge der bereits
erzeugten Relationen ersetzt wird durch Ei�R� � E�T�Eiÿ1�R���;
wenn i keine Limeszahl ist.Wenn i eine Limeszahl ist, so ist die Menge
der bereits erzeugten Relationen gleich [��<i�E��R� und diese Menge
wird gleichEi�R�:
Im folgenden werden wir Îfters logische Formeln verwenden, um die

Ableitbarkeit von Relationen zu beweisen. Der Gebrauch logischer For-
meln setzt in jedem Fall voraus, daÞ man sich Ïber den KalkÏl im klaren
ist, dem diese Formeln entstammen. Im ersten Kapitel war dieses
Problem nicht aufgetreten, weil der KalkÏl ein fÏr allemal festgelegt
war. Dies wird nun nicht mehr mÎglich sein, und zwar wegen der
Konstruktionsschritte T�Eiÿ1�R�� nicht.Wir werden es daher nicht nur
mit demKalkÏlL�R� zu tun haben sondernwir werden anvielen Stellen
von irgendwelchen ableitbaren Relationen '1; '2; . . . ; 'n ausgehen und
Formeln in einem neuen KalkÏl L�f'1; '2; . . . ; 'ng� bilden, um zu
gewissen neuen ableitbaren Relationen zu kommen.
FÏr spÌtere Anwendung stellen wir noch einige einfache Aussagen

zusammen.
(4.3) Sei ' eine aus der MengeR elementar ableitbare unÌre Relation der
Stufe n� 1; deren LÎsungen alle dieselbe Stufe, dieselbe Stellenzahl und
denselben Argumenttyp haben.
Dann sind auch die Vereinigung [�`'� ��  und der Durchschnitt

\�`'� ��  dieser Relationen elementar ableitbar. (Vereinigung und
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Durchschnitt sind fÏr beliebig viele Operanden analog zu de¢nierenwie
in x3 fÏr zwei Operanden).
Beweis: NachVoraussetzung gibt es eine Formel � mit einer freienVaria-
blenX im KalkÏlL�R�; so daÞ ' :� �jX.
Wir kÎnnen annehmen, daÞ X eine PrÌdikatvariable ist, derenTyp zu

demTyp der LÎsungen der Relation ' paÞt. Seien nun X1;X2; . . . ;Xn
Variable, die zu den Argumenten der LÎsungen von ' passen. Dann ist
�9X� �� ^X�X1;X2; . . . ;Xn�� eine Formel im KalkÏl L�R�; deren
Interpretation bei der vorgegebenen Reihenfolge der Variablen gerade
dieVereinigung

[�` '� �� liefert:

Denn sei ��1; �2; . . . ; �n� eine LÎsung von [�`'� ��  . Dann gilt
`  ��1; . . . ; �n� fÏr ein  mit ` '� �: Daraus folgt, daÞ die Aussagen
�jX! und somit auch �9X� �� ^X��1; . . . ; �n��wahr sind.
Ist umgekehrt die letzte Aussage wahr, so gibt es ein  ; so daÞ

'� � ^  ��1; . . . ; �n� wahr ist und somit ist ��1; . . . ; �n� eine LÎsung
von [�`'� ��  .
Den Durchschnitt \�`'� ��  erhÌlt man nun, wie leicht einzusehen,

durch die Formel :�9X� �� ^ :X�X1; . . . ;Xn��7 .
(4.4) Als Konsequenz aus Postulat A3) ist fÏr jede Stufe p > 1 und jede
Relationenmenge R die Relation wR; p ��� mit der folgenden De¢nition
aus der Menge R ableitbar.
` wR;p��� dann und nur dann, wenn� ausR ableitbar und von der Stufe
pÿ 1 ist.
(4.5) SeiQ eine beliebigeMenge vonRelationen der Stufe nund eines und
desselbenTyps t.Wenn dann jede Relation '"Q aus der Relationenmenge
R ableitbar ist, so ist es auch die Relation  � \�'"Q�':
Beweis. Wir betrachten die einstellige Relation "Q der Stufe n� 1 mit der
Eigenschaft ` "Q�'� dann und nur dann, wenn '�Q:Diese Relation ist
ausR ableitbar. Nun ist leicht zu sehen, daÞ
`  ��1; �2; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn

7Hat die Relation' genau eine LÎsung , d.h. gelten die beidenAussagen �9X��'�X��
und �8X;Y���'�X� ^ '�Y�� ! X � Y �, so erhÌlt man durch die fÏr dieVereinigung
angegebene Formel �9X��� ^X�X1; . . . ;Xn�� die Operation der formalen Explika-
tion, die Sebastia¬ o e Silva durch {X�'�X�� bezeichnet.Wir haben diese Operation nicht
in die Elemente des KalkÏlsL�R� aufgenommen, erstens um bei einem rein relationa-
len KalkÏl bleiben zu ko« nnen, zweitens weil sie nicht immer eine sinnvolle Interpreta-
tion hat und drittens, weil man sie, wie gerade gezeigt, inWirklichkeit nur fÏr die
Bestimmung von Elementen des FundamentsA benÎtigt.

Ûber einen Satz von Krasnerö 2.Teil 65



: �9X� �:X��1; �2; . . . ; �s� ^ "Q�X�� wahr ist. Somit ist die Relation
 ausR ableitbar.

De¢nition. (vgl. [22])Wir nennen zwei Relationen kompatibel oder ver-
trÌglich, wenn sie mindestens eine LÎsung gemeinsam haben.Von einer
Relation  sagenwir, sie sei in einer Relation ' enthalten, und schreiben
dies als  � '; wenn jede LÎsung von  auch LÎsung von ' ist.
Eine ausR ableitbareRelation heiÞt irreduzibel, wenn fÏr jede mit 

kompatible und ebenfalls aus R ableitbare Relation ' gilt  � '.
Satz 2. Seien �1; �2; . . . ; �n beliebige Relationen (oder Elemente) aus
der Vereinigungsmenge A [ R1�A� [ R2�A� . . . . Dann gibt es genau
eine irreduzible aus R ableitbare Relation  mit der Eigenschaft
`  ��1; �2; . . . ; �n�:8
Beweis: Es gibt mindestens eine ableitbare Relation, welche das gegebene
Tupel ��1; �2; . . . ; �n� als LÎsung zulÌÞt, nÌmlich die durch die Formel
X1 � X1 ^X2 � X2 ^ � � � ^Xn � Xn gegebene Relation, wo X1; . . . ;
Xn Variable von passender Stufe sind.
Nun betrachten wir die Relation �mit der Eigenschaft

` ��'� dann und nur dann, wenn ' ableitbar ist und

` '��1; �2; . . . ; �n�:
Da nachVoraussetzung alle LÎsungenvon � ableitbar sind, ist � selbst

ableitbar.Wir bilden die Formel

	 : :�9X����X� ^ :X�X1;X2; . . . ;Xn��:
Sie stellt nachAussage a) denDurchschnitt aller ableitbaren Relationen

dar, die � erfÏllen, d.h. die ��1; �2; . . . ; �n� als LÎsung haben.
Sei :� 	jX1;X2;...;Xn

:AngenommendieRelation wÌre nicht irredu-
zibel. Dann gÌbe es eine ableitbare Relation '; so daÞ
`  ��1; �2; . . . ; �n� und ` '��1; . . . ; �n� fÏr ein geeignetes n-Tupel
��1; �2; . . . ; �n� und `  �1; 2; . . . ; n� aber
` '�1; 2; . . . ; n� fÏr ein anderes n-Tupel �1; 2; . . . ; n�. Da ' die
Relation  also nicht enthÌlt, folgt auch ` '��1; �2; . . . ; �n�: Die
Relation � �  \ '� wÌre dann ableitbar, hÌtte ��1; �2; . . . ; �n� als
LÎsung aber nicht ��1; �2; . . . ; �n�: Dies steht im Widerspruch zur
De¢nition von  :

8 Die Betrachtung der irreduziblen Relation  zu gegebenem LÎsungstupel
�1; �2; . . . ; �n gehÎrt zu den zentralen Ideen in der Arbeit von Sebastia¬ o e Silva. Diese
Idee liegt auch dem Beweisschritt 3 in den Beweisen des Satzes von Krasner aus den
Kapiteln I und II zugrunde.

66 A. Schleiermacher



Ist nun  1 ebenfalls eine irreduzible Relation mit
`  1��1; �2; . . . ; �n�; so folgt  �  1 und  1 �  ; also  �  1.

Korollar zu Satz 2. Sei�1; �2; . . . ; �n eine beliebige LÎsungder Relation
 , so stimmen fÏr i � 1; 2; . . . ; n Stufe und Stellenzahl und Argument-
typ von �i und �i Ïberein.

Beweis: Ist derTyp t��i� � 0; so seiXi eine Individuenvariable der Stufe
0. Ist jedoch t��i� � �ni;1; ni;2; . . . ; ni;s�i��; so seiXi eine PrÌdikatvariable
vom entsprechendenTyp.Wie im Beweis des Satzes betrachten wir die
Formel � : X1 � X1 ^X2 � X2 ^ � � � ^Xn � Xn.
Ihre Interpretation ergibt eine ableitbare Relation ! :� �jX1;X2;...;Xn

;
deren LÎsungen komponentenweise imTyp Ïbereinstimmen. AuÞerdem
gilt

` !��1; �2; . . . ; �n�:
Daraus und aus der De¢nition von  folgt  �  \ !. NatÏrlich gilt

aber auch \ ! �  :Also ist �  \ ! und die Behauptung ist bewie-
sen.

5. Logisch ableitbare Funktionen

Ist t � �n1; n2; . . . ; ns� oder t � 0 einTyp, so bezeichnen wir mit Rt die
Menge aller Relationen diesesTyps (d.h. die MengeA, wenn t � 0�:Wir
betrachten in diesem Abschnitt Funktionen

F : Rt1 � Rt2 � � � � � Rtn ! Rt

D.h. dieArgumente der FunktionF sindPrÌdikatvariableU1;U2; . . . ;Un
vomTyp t1; t2; . . . ; tn: Das Ergebnis ist eine Relation vomTyp t (d.h. ein
Element vonA, wenn t � 0�:
In der Menge aller mÎglichen derartigen Funktionen interessiert uns

eine gewisse ausgezeichnete Untermenge, die eng mit dem Begri¡ der
Ableitbarkeit von Relationen zusammenhÌngt. Es sei im folgenden eine
MengeRvon Relationen fest vorgegeben. Ableitbarkeit soll, wenn nichts
anderes gesagt ist, Ableitbarkeit von R bedeuten.
(5.1) Sei t � �n1; n2; . . . ; ns�:Dann sind die folgenden beidenEigenschaf-
ten einer Funktion
F : Rt1 � Rt2 � � � � � Rtn ! Rt Ìquivalent:

i) es gibt eine ableitbare Relation  , fÏr welche
`  ��1; �2; . . . ; �n;  1;  2; . . . ;  s� dann und nur dann, wenn

` F��1; �2; . . . ; �n�� 1;  2; . . . ;  s�
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ii) es gibt eine ableitbare Relation � mit
` ���1; �2; . . . ; �n; '� dann und nur dann, wenn
' � F��1; �2; . . . ; �n�:
Beweis: Es sei dann X eine PrÌdikatvariable des Typs t und es seien
X1;X2; . . . ;Xs Individuenvariable respektive der Stufen n1; n2; . . . ; ns:

A) Nehmen wir nun an, fÏr die Funktion F sei i) erfÏllt. Dann ergibt
die Formel �

8X1;X2; . . . ;Xs�� �U1;U2; . . . ;Un;X1;X2; . . . ;Xs�
�X�X1;X2; . . . ;Xs��

eine ableitbare Relation � :� �jU1;U2;...;Un;X mit der Eigenschaft ii).
B) Sei umgekehrt � eine ableitbare Relation mit der Eigenschaft ii).
Dann stellt die Formel �

�9X����U1;U2; . . . ;Un;X� ^X�X1;X2; . . . ;Xs��
eine ableitbare Relation  :� �jU1;U2;...;Un;X1;X2;...;Xs

mit der gewÏnschten
Eigenschaft i) dar.

De¢nition. Eine Funktion F : Rt1 � Rt2 � � � � � Rtn ! Rt
heiÞt logisch ableitbar9 (bezÏglich der Relationenmenge R�; wenn eine
der beiden Bedingungen (5.1.i) oder (5.1.ii) erfÏllt ist.
Der Fall t � 0 soll dabei auch zugelassen sein. Dann kann natÏrlich

nur die Bedingung (5.1.ii) gemeint sein. Andernfalls sind die beiden
Bedingungen gleichwertig, wie wir gesehen haben.
(5.2) Sei ' eine (aus R) ableitbare Relation oder ein ableitbares Element
ausA. Dann ist die konstante Funktion F�U1;U2; . . . ;Un� � ' logisch
ableitbar.

Beweis: Da ' ableitbar ist, so ist es auch die Relation '"; die ' als einzige
LÎsung hat. SeiX eine zu ' passendeVariable und sei mit � die Formel

U1 � U1 ^ U2 � U2 ^ � � � ^ Un � Un ^ '"�X� bezeichnet:
Dann ist � :� �jU1;U1;...;Un;X eine ableitbare Relation.Wir sehen nun,

daÞ

` ���1; �2; . . . ; �n; �� nur m�oglich ist, wenn erstens

9 Logisch ableitbare Funktionen treten in der Arbeit von Sebasti~ao e Silva implizit da-
durch auf, daÞ in den von ihm betrachteten logischen AusdrÏcken auch Operatoren
vorkommen dÏrfen. In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Operation {X der
formalen Explikationwichtig.
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U1 ! �1;U2 ! �2; . . . ;Un ! �n eine zulÌssige Substitution ist und
wenn zweitens � � ': Daher erfÏllt die Relation � fÏr die gegebene
Funktion F Bedingung a.ii) und somit ist F logisch ableitbar.
(5.3) FÏr i � 1; 2; . . . ; n ist die Funktion F�U1;U2; . . .Un� � Ui logisch
ableitbar.

Beweis: SeiXeineweitereVariable vom selbenTypwieUi:Esbezeichne�
die Formel

U1 � U1 ^ U2 � U2 ^ � � � ^ Un � Un ^ Ui � X:

Dann ist � :� �jU1;U2;...;Un;X eine ableitbare Relation.
Zudem erfÏllt � fÏr die gegebene Funktion F die Bedingung (5.1.ii).

Also ist F logisch ableitbar.
(5.4) Ist F�U1;U2; . . . ;Un� eine logisch ableitbare Funktion, s � 0 die
Stellenzahl des Ergebnisses, p irgendeine Stufe und � eine Permutation
der Menge f1; 2; . . . ; sg; so sind
i) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�"
ii) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�#
iii) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�sÿ1;
iv) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�s�1;p;
v) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�� und
vi) G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un��
ebenfalls logisch ableitbare Funktionen.Dabei ist fÏr dieAussagen ii) ^vi)
natÏrlich vorausgesetzt, daÞ das Funkionsergebnis von F mindestens
die Stufe 1 hat, daÞ also s > 0: Bei ii) ist zusÌtzlich vorausgesetzt,
daÞ das Element F�'1; '2; . . . ; 'n�# fÏr alle zulÌssigen Substitutionen
U1 ! '1;U2 ! '2; . . . ;Un ! 'n existiert.

Beweis: Nach De¢nition existiert fÏr die logisch ableitbare Funktion F
eine die Bedingung (5.1.ii) erfÏllende ableitbare Relation �:
Zu (5.4.i).Wir wÌhlen geeigneteVariable und betrachten folgende For-

mel �:

�9X� �8Z� �Y�X� ^ ��U1; . . . ;Un;X� ^ �Y�X� ! Z � X��:
Wir behaupten, daÞ �1 :� �jU1;U2;...;Un;Y fÏr die neue Funktion

F�U1;U2; . . . ;Un�" die Bedingung (5.1ii) erfÏllt.
Sei U1 ! �1; . . . ;Un ! �n;Y ! � eine zulÌssige Substitution. Fer-

ner sei ' das eindeutig bestimmte Element mit ` ���1; . . . ; �n; '�:
Dann ist die Aussage

�9X� �8Z� ����X� ^ ���1; . . . ; �n;X� ^ ���X� ! Z � X��
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gleichwertig mit �8Z����'� ^ ���1; . . . ; �n; '� ^ ���'� ! Z � '��:
Die letzte Aussage kann aber nur wahr sein, wenn � � '":
Zu (5.4.ii). Wir wÌhlen geeignete Variable und betrachten folgende

Formel �:

�9X� ���U1; . . . ;Un;X� ^X�U��:
Wir behaupten, daÞ �1 :� �jU1;U2;...;Un;U fÏr die neue Funktion

F�U1;U2; . . . ;Un�# die Bedingung (5.1ii) erfÏllt.
Sei U1 ! �1; . . . ;Un ! �n;U ! � eine zulÌssige Substitution. Fer-

ner sei 'wie im Beweis von (5.4.i) das eindeutig bestimmte Element mit
` ���1; . . . ; �n; '�:Dann ist die Aussage

�9X� ����1; . . . ; �n;X� ^X����
gleichwertig mit der Aussage ���1; . . . ; �n; '� ^ '���:
NachVoraussetzungexistiert'#:Alsokanndie letzteAussage nurwahr

sein, wenn � � '#:
FÏr die restlichen Aussagen iii)^vi) betrachten wir eine fÏr die logisch

ableitbare FunktionFdie Bedingung (5.1.i) erfÏllende ableitbare Relation
 : Sie existiert, weil wir fÏr iii)^vi) voraussetzen, daÞ das Ergebnis vonF
mindestens die Stufe eins hat.
Zu (5.4.iii).Von den drei Aussagen iii.A)^iii.C) ist jede mit der darauf

folgenden iii.B)^iii.D) Ìquivalent:

iii.A) `  n�sÿ1��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  sÿ1�
iii.B) es gibt ein Element  s mit `  ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  sÿ1;  s�
iii.C) es gibt ein Element  s mit ` F��1; . . . ; �n�� 1; . . . ;  sÿ1;  s�
iii.D) ` F��1; . . . ; �n�sÿ1� 1; . . . ;  sÿ1�
Also sind alle vier Aussagen untereinander Ìquivalent und  n�sÿ1 erfÏllt
fÏr die Funktion G die Bedingung (5.1.i). Somit ist G logisch ableitbar.
Zu (5.4.iv).Von den drei Aussagen iv.A) ^ iv.C) ist jede mit der darauf

folgenden iv.B)^iv.D) Ìquivalent:

iv.A) `  n�s�1;p��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s;  s�1�
iv.B)  s�1 ist ein Element der Stufe< p und

`  ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�
iv.C)  s�1 ist ein Element der Stufe< p und

` F��1; . . . ; �n� � 1; . . . ;  s�
iv.D) ` F��1; . . . ; �n�s�1;p� 1; . . . ;  s;  s�1�
Also sind alle vierAussagen untereinander Ìquivalent und n�s�1;p erfÏllt
fÏr G die Bedingung (5.1.i). Somit ist G logisch ableitbar.
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Zu (5.4.v). Es sei �1 die Permutation der Zi¡ern f1; 2; . . . ; n� sg mit
�1�i� � i fÏr i � 1; 2; . . . ; n und �1�n� j� � n� �� j� fÏr
j � 1; 2; . . . ; s: Von den drei Aussagen v.A)^v.C) ist dann jede mit der
darauf folgenden v.B)^v.D) Ìquivalent:

v.A) `  �1��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�
v.B) `  ��1; . . . ; �n;  ��1�; . . . ;  ��s��
v.C) F��1; . . . ; �n�� ��1�; . . . ;  ��s��
v.D) F��1; . . . ; �n��� 1; . . . ;  s�
Also sind alle vierAussagen untereinander Ìquivalent und �1 erfÏllt fÏr
die Funktion G die Bedingung (5.1.i). Somit ist G logisch ableitbar.
Zu (5.4.vi) Sei � die Relation, die fÏr einTupel ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�

erfÏllt ist, wenn �1; . . . ; �n den Argumenttyp t1; . . . ; tn und  1; . . . ;  s
die Stufe n1; . . . ; ns haben, und fÏr keine andern.Wie wir wissen ist �
ableitbar. Es ergibt sich, daÞ von den Aussagen vi.A)^vi.B) jede mit der
darauf folgenden vi.B)^vi.C) Ìquivalent ist:

vi.A) `  ���1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s� \ ���1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�
vi.B) �1; . . . ; �n sindmit denTypen t1; . . . ; tn vertrÌglich und 1; . . . ;  s
haben respektive die Stufen n1; n2; . . . ; ns und
`  ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�
vi.C) ` F��1; . . . ; �n��� 1; . . . ;  s�
Also sind alle drei Aussagen untereindander Ìquivalent und  � \ �
erfÏllt fÏr G die Bedingung (5.1.i). Somit ist G logisch ableitbar.
(5.5) SindF1�U1;U2; . . . ;Un� undF2�U1;U2; . . . ;Un� logische Funktio-
nen vom gleichen Argumenttyp, deren Ergebnis den gleichenTyp 6� 0
hat, so ist
G�U1;U2; . . . ;Un� � F1�U1;U2; . . . ;Un� \ F2�U1;U2; . . . ;Un� eine
logisch ableitbare Funktion.

Beweis: Seien  1 und  2 die Relationen, so daÞ Bedingung (5.1.i) fÏr die
Funktion F1 bzw. fÏr die Funktion F2 erfÏllt ist. Dann ergibt sich:
`  1 \  2��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s� dann und nur dann, wenn
` F1��1; . . . ; �n� \ F2��1; . . . ; �n�� 1; . . . ;  s�:
Somit erfÏllt  1 \  2 die Bedingung (5.1.i) fÏr die Funktion

G�U1; . . . ;Un� � F1�U1; . . . ;Un� \ F2�U1; . . . ;Un� und G ist logisch
ableitbar.
(5.6) Seien �F1��; . . . ; �Fs�� ��"�� Familien von logisch ableitbaren
Funktionen in denselben Argumenten U1;U2; . . . ;Un: Sei
F�U1;U2; . . . ;Un� de¢niert durch folgende Regel: fÏr jede zulÌssige
Substitution U1 ! �1; . . . ;Un ! �n
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` F��1; �2; . . . ; �n�� 2;  2; . . . ;  s� genau dann, wenn es einen Index
� "� gibt, so daÞ  1 � F1���1; �2; . . . ; �n�; . . . ;  s �
Fs���1; �2; . . . ; �n�:Dann ist F eine logisch ableitbare Funktion.

Beweis: FÏr jede FunktionFi� gibt es eine ableitbare Relation �i�;welche
die Bedingung (5.1.ii) erfÏllt. Daher gibt es eine ableitbare Relation �; fÏr
welche ` ���1; . . . ; �s� dann und nur dann, wenn es einen Index � "�
gibt mit �1 � �1�; �2 � �2�; . . . ; �s � �s�.
Betrachten wir nun die folgende Formel:

�9Y1;Y2; . . . ;Ys����Y1; . . . ;Ys�
^ Y1�U1; . . . ;Un;X1� ^ � � � ^ Ys�U1; . . . ;Un;Xs��:

Sie stellt eine ableitbare Relation  :� �jU1;U2;...;U3;X1;...;Xs
dar.

Wir behaupten
`  ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s� dann und nur dann, wenn
` F��1; . . . ; �n�� 1; . . . ;  s�:
Sei U1 ! �1;U2 ! �2; . . . ;Un ! �n;X1 !  1; . . . ;Xs !  s eine

zulÌssige Substitution.Wenn dadurch � zu einer wahren Aussage wird,
so muÞ es fÏr die gebundenen Variablen Y1; . . . ;Ys Werte �1; . . . ; �s
geben, so daÞ ` ���1; . . . ; �s� und ` �i��1; . . . ; �n;  i�
fÏr i � 1; 2; . . . ; s:
Die erste Aussage ist gleichbedeutend damit, daÞ �1 � �1�; . . . ;

�s � �s� fÏr ein geeignetes � "�:
Die restlichen s Behauptungen bedeuten dann, daÞ

 i � Fi���1; . . . ; �n� fÏr i � 1; 2; . . . ; s: Somit ergibt sich
` F��1; . . . ; �n�� 1; . . . ;  s�:
Wenn nun umgekehrt diese letzte Aussage gilt, so ist

U1 ! �1; . . . ;Un ! �n;X1 !  1; . . . ;Xs !  s eine zulÌssige Substi-
tution und es ist  i � Fi���1; . . .�n� fÏr ein � "� und i � 1; 2; . . . s:
Daraus folgt mit �i � �i�; daÞ
` ���1; . . . ; �s� und
` �i��1; . . . ; �n;  i� fÏr i � 1; 2; . . . ; s:
Somit ist �1; . . . ; �s einTupel, das wir uns fÏr die gebundenenVaria-

blenY1; . . . ;Ys eingesetzt denken kÎnnen und dessen Existenz beweist,
daÞ die Formel � bei der obigen Substitution zu einer wahren Aussage
wird. Also folgt
`  ��1; . . . ; �n;  1; . . . ;  s�:
(5.7) Ist F�U1;U2; . . . ;Un� eine logisch ableitbare Funktion und ist
U1 ! �1; . . . ;Un ! �n eine zulÌssige Substitution, so ist das Funk-
tionsergebnis ' � F��1; �2; . . . ; �n� aus der Relationenmenge
R [ f�1; �2; . . . ; �ng ableitbar.
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Beweis: Sei � die nach De¢nition existierende ableitbare Relation, die
fÏr F die Bedingung (5.1.ii) erfÏllt. FÏr jedes i � 1; 2; . . . ; n sei �"i die
Relation, die �i als einzige LÎsung zulÌÞt. Die Relation �"i ist von �i
ableitbar. Seien nun X1; . . . ;Xn;X geeignete Variable und betrachten
wir die folgende Formel �:

�9X1; . . . ;Xn� ���X1;X2; . . . ;Xn;X� ^ �"1�X1� ^ � � � ^ �"n�Xn��
Sie stellt eine von R [ f�1; �2; . . . ; �ng ableitbare Relation �jX dar und
die Aussagen
` ���1; �2; . . . ; �n; '� und
` �jX�'�
sind gleichwertig. Da ' auch die einzige LÎsung der Relation �jX ist, so
folgt, daÞ ' aus der RelationenmengeR [ f�1; . . . ; �ng ableitbar ist.
Satz 3. Sei ' eine beliebige s-stellige Relation �s � 0�; die sich aus den
Relationen der Menge R [ f�1; �2; . . . ; �ng ableiten lÌÞt. Dann gibt es
eine logisch ableitbare Funktion F, so daÞ ' � F��1; �2; . . . ; �n�:
Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, daÞ die Relation ' aus der Menge
R [ f�1; �2; . . . ; �ng elementar ableitbar ist.
Ist'"R oder ist' ausR allein elementar ableitbar, so kÎnnenwir nach

Aussage (5.2) fÏr F die konstante Funktion F�U1;U2; . . . ;Un� � 'wÌh-
len.
Ist ' eine der Relationen �1; �2; . . . ; �n; etwa �i; so kÎnnenwir nach

Aussage (5.3) fÏr F die Funktion F�U1;U2; . . . ;Un� � Ui wÌhlen.
Somit gilt die Behauptung fÏr alle Relationen der Menge R [ S; wo

S � f�1; �2; . . . ; �ng:
Nun gehenwir induktiv vor und benutzen dabei Satz 1 aus x3:
Seien '; '1; '2 Relationen aus der Menge E�R [ S�; fÏr welche die

Behauptung bereits bewiesen ist, d.h. fÏr welche es logische Funktionen
F;F1;F2 gibt, so daÞ' � F��1; �2; . . . ; �n� usw. Entstehtdann aus'
durch eine der unÌren in x3 aufgezÌhlten elementaren Operationen �;
d.h. durch Heben der Stufe, Senken der Stufe, Projektion, Erweiterung,
Negation oderTransformationmittels einer Permutation�; sokÎnnenwir
gemÌÞAussage (5.4) auf das Ergebnis vonFdie entsprechendeOperation
� anwenden und erhalten eine logisch ableitbare Funktion
G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un��: Ist aber ' � '1 \ '2; so
kÎnnen wir gemÌÞ Aussage (5.5) auf die Ergebnisse von F1 und F2 die
Operation \ anwenden und erhalten eine ableitbare Funktion
G�U1;U2; . . . ;Un� � F1�U1;U2; . . . ;Un� \ F2�U1;U2; . . . ;Un�:
Es folgt in beiden FÌllen G��1; �2; . . . ; �n� �  : Nach Satz 1, x3 ist

damit die Behauptung fÏr alle Relationen aus der Menge E�R \ S�
bewiesen.
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Nun fÏhren wir durch trans¢nite Induktion den Beweis, daÞ die
Behauptung des Satzes fÏr alle aus der Menge R [ S i-ableitbaren Rela-
tionen gilt, d.h. fÏr alle Relationen der Menge Ei�R [ S�:Wir nehmen
an, dies sei fÏr � < j bereits bewiesen.
Ist j eine Limeszahl, so istEj�R [ S� � [E��R [ S� und die Behaup-

tungdes Satzes ÏbertrÌgt sich ohneweiters aufEj�R [ S�: Sei also jkeine
Limeszahl.
Dann ist Ej�R [ S� � E�T�Ejÿ1�R [ S��� und fÏr alle Relationen

ausEjÿ1�R [ S� gilt die Behauptung.
Sei'"T�Ejÿ1�R [ S��:FÏr jedeLÎsung � 1;  2; . . . ;  r�derRelation

' gilt dann 1 "Ejÿ1�R [ S�; . . . ;  r "Ejÿ1�R [ S�:Wir kÎnnen anneh-
men, die LÎsungstupel seien mit Indizes aus einer Menge � versehen.
D.h. also  1 �  1�; . . . ;  r �  r� fÏr ein geeignetes � "�:Nach Induk-
tionsannahmegibt es logisch ableitbare FunktionenF1�;F2�; . . . ;Fr�; so
daÞ  1� � F1���1; �2; . . . ; �n�; . . . ;  r� � Fr���1; �2; . . . ; �n�: Nach
Hilfssatz (5.6) gibt es daher eine logisch ableitbare Funktion Fmit
` F��1; �2; . . . ; �n� � 1; . . . ;  r] genau dann, wenn
` '� 1; . . . ;  r�: Somit folgt ' � F��1; �2; . . . ; �n�:
Nun bleibt noch der Ûbergang von T�Ejÿ1�R [ S�� nach

E�T�Ejÿ1�R [ S���: Hierbei kÎnnen wir genauso argumentieren wie
beim Beweis, daÞ alle aus der Menge R [ S elementar ableitbaren Rela-
tionen durch logisch ableitbare Funktionen darstellbar sind.

6. Strukturen

Gegeben seien ein FundamentAund eineMengeRvon Relationen Ïber
A. Das Fundament darf eine endliche oder unendliche Menge sein,
ebenso darf die Menge R endlich oder unendlich sein. Die einzelnen
Relationen ausRdÏrfen Relationen beliebiger Stufe sein, auchKonstante
aus dem FundamentA (Relationen der Stufe 0) sind zulÌssig. Durch die
Relationen der vorgegebenen Menge R wird dem Fundament A eine
Struktur (im Sinne von Sebasti~ao e Silva) aufgeprÌgt.Wir bezeichnen die-
sen Sachverhalt Ìhnlich wie vorher durch S � �A;R� und sprechen von
S als der durch die Relationenmenge R de¢nierten Struktur mit Funda-
mentA.

De¢nition. Sei g: A! A eine bijektive Abbildung des Fundaments
auf sich. Dann induziert g auch in den Relationenmengen
R1�A�;R2�A�; . . . der Stufen1, 2 usw. bijektiveAbbildungen.DieAbbil-
dung g wird ein Automorphismus der Struktur S � �A;R� genannt,
wenn fÏr alle ' in der Menge R gilt g�'� � ':
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Strukturen kÎnnen im mathematischen Alltag in recht unterschiedli-
cherWeise gegeben sein:

1) Bei endlichen Strukturen relativ kleiner KardinalitÌt kÎnnen die
zugrundeliegenden Relationen durchTableaus angegeben sein.
2) Eine Struktur kann durch ein Axiomensystem gegeben sein, das bis
auf Isomorphie10 nur eine Interpretation zulÌÞt.

Dieser Fall ist aus GrÏnden, die wir in Kapitel IVan Beispielen erlÌu-
tern wollen, nicht so hÌu¢g, wie man vielleicht zunÌchst anzunehmen
geneigt ist. Ein Ìhnlicher Fall ist der folgende:

3) Aus einer axiomatisch gegebenen Struktur erhÌlt man durch Abstrak-
tion, d.h. durchWeglassen bestimmter fÏr die beabsichtigte Untersu-
chung nicht interessierender Relationen, oder durch Betrachtung
abgeleiteter Relationen eine neue Struktur.
4) Aus einer bereits irgendwie gegebenen Struktur werden durch bes-
timmte Konstruktionsvorschriften neue Strukturen gebildet. Dabei wird
meistens auch das Fundament A in die Konstruktion mit eingezogen.
Dieser Fall liegt zum Beispiel in der analytischen Geometrie vor oder
bei der Konstruktion der komplexen Zahlen aus den reellen.

10 Den Isomorphiebegri¡ habenwir imHaupttext nicht de¢niert, weil er fÏr die vorlie-
gende Arbeit keine Rolle spielt. Zur De¢nition betrachte man zwei Strukturen
S � �A;R� und S0 � �A0;R0�. Es seien bijektive Abbildungen g : A! A0 und
f : R! R0 gegeben. Dann induziert g auch bijektive Abbildungen der Relationenmen-
genR1�A�;R2�A� usw. Ïber der MengeA auf die entsprechenden Relationenmengen
R1�A0�;R2�A0� usw. Ïber der MengeA0.
Die Abbildung g heiÞt Isomorphismus der Struktur S auf die Struktur S0 bezÏglich

der vorgegebenenZuordnung zwischen denRelationenmengenRundR0, wenn fÏr alle
Relationen ' 2 R gilt g�'� � f �'� (vgl. [22], Seite 206).
Aufgrund der De¢nition der Abbildung, die von g auf den Relationenmengen

R1�A�;R2�A� usw. induziert wird, bedeutet die De¢nition das folgende: fÏr eine be-
liebige Relation ' 2 R der Stellenzahl n und Elemente �1; �2; . . . ; �n passender Stufe
sind die Aussagen

` '��1; �2; . . . ; �n� und

` f �'��g��1�; g��2�; . . . ; g��n��
gleichwertig.
DaÞ es auch mehr als eine Zuordnung zwischen R und R0 geben kann, bezÏglich

derer Isomorphismen zwischen zwei Strukturen S � �A;R� und S 0 � �A0;R0� existie-
ren, sieht man am Beispiel der DualitÌten projektiver RÌume.
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Beispiele

1) Die natÏrlichen Zahlen

A sei die Menge der natÏrlichen Zahlen f0; 1; 2; . . .g; R die aus der Pea-
noschen Nachfolgerelation � bestehende Menge. �` ��n;m� dann und
nur dann, wenn m � n� 1�:
Die Formel � : :�9X����X;Y�� liefert fÏr diese Struktur eine Rela-

tion � :� �jY ; deren einzige LÎsung die Zahl 0 ist.
Durch die weitere Formel �9Y����Y� ^ ��Y ;Z�� lÌÞt sich dann die

Zahl 1 de¢nieren usw. Man erkennt so, daÞ die Struktur S � �A;R�
keine nichttrivialen Automorphismen besitzt.
Ferner ist nunwegen desAxiomsA3) jede beliebige Relation ableitbar.

Also ist die Menge der ableitbaren Relationen ÏberabzÌhlbar. Da es aber
in dem KalkÏl L�R� auÞer der Gleichheit nur ein primitives PrÌdikat
gibt, nÌmlich �, so ist die Menge der Formeln abzÌhlbar. Es kÎnnen
mithin nicht alle ableitbaren Relationen elementar ableitbar sein.

2) Die reellen Zahlen

A sei die Menge der reellen Zahlen undR die aus den beiden Relationen
� und � bestehende Relationenmenge mit den De¢nitionen
` ��a; b; c� dann und nur dann, wenn a � b� c;
` ��a; b; c� dann und nur denn, wenn a � bc:
Auch hier lÌÞt sich zeigen, daÞ alleElemente des Fundaments ableitbar

sind, und infolgedessen gibt es keine nichttrivialen Automorphismen.
Der Beweis ist allerdings komplizierter als fÏr die natÏrlichen Zahlen,
vorallem auch deswegen, weil elementareAbleitbarkeit nicht fÏr alle reel-
len Zahlen gegeben ist.
In dieser Struktur lÌÞt sich aufgrund der beiden gegebenen Relationen

� und � die Anordnung de¢nieren. Man nennt ein Element c ein Quad-
rat,wenn es einElement bgibt, so daÞ` ��b; b; c�: Setztman dann a � b;
wenn bÿ a ein Quadrat ist, so hat man die gewÎhnlich zurAxiomatisier-
ung der reellen Zahlen vorgegebene Anordnung wiedergewonnen.

3) Die komplexen Zahlen

A sei die Menge der komplexen Zahlen und R sei die Menge f�; �g;
wobei Ìhnlich wie im vorigen Beispiel � die Addition vertritt und � die
Multiplikation.
Anders als der KÎrper der reellen Zahlen ist diese Struktur nicht

starr, da es zum Beispiel den Automorphismus gibt, der jede komplexe
Zahl auf die konjugiert komplexe abbildet. Ein tiefer liegender
Unterschied zur Struktur der reellen Zahlen ist der, daÞ die topologische
Struktur der komplexen Ebene nicht mittels der beiden Relationen �
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und � de¢niert werden kann. DaÞ dies nicht mÎglich ist, folgt aus der
Existenz nicht-stetiger Automorphismen (s. Aczël und Dhombres [1],
Seite 57^59).

4) Topologische RÌume
Topologische RÌume bieten uns ein schÎnes Beispiel einer Klasse
von Strukturen, bei deren De¢nition man Relationen der Stufe 2
benÎtigt. Sie lassen sich bekanntlich auf viele untereinander gleichbe-
rechtige Weisen axiomatisch charakterisieren, zum Beispiel auf der
Grundlage des Umgebungsbegri¡s, auf der Grundlage des Begri¡s der
o¡enen Menge, auf der Grundlage des Begri¡s der abgeschlossenen
Menge usw.
Wir beginnen mit dem Begri¡ der Umgebung. Dabei ist die Grundan-

nahme, daÞ zu jedem Punkt p 2 A ein Systemvon ausgezeichnetenTeil-
mengenvonAgegeben ist, genannt die Umgebungen des Punktes p. FÏr
diese Umgebungen und fÏr jeden Punkt p gelten die Haussdor¡schen
Umgebungsaxiome.

(U1) Ist U eine Umgebung des Punktes p, so folgt p 2 U:
(U2) Ist U eine Umgebung des Punktes p und ist U � V; so ist auchV
eine Umgebung des Punktes p.
(U3) a) SindU1 andU2 Umgebungen des Punktes p, so ist auchU1 \ U2
eine Umgebung des Punktes p.
(U3) b)A ist eine Umgebung des Punktes p.
(U4) Ist U eine Umgebung des Punktes p, so gibt es eine UmgebungV
des Punktes p, so daÞ U auchUmgebung jedes Punktes q 2 V ist.

Zur Formulierung dieserAxiome in der formalen Sprache des KalkÏls
L�R� benÎtigen wir ein PrÌdikat ��P;U�; das zu lesen ist als ,,die Teil-
menge U ist eine Umgebung des Punktes P`̀. Erinnern wir uns dabei
daran, daÞ Teilmengen vonA als einstellige Relationen der Stufe 1 Ïber
A darzustellen sind. Die Axiome U1^U4 lassen sich dann wie folgt for-
malisieren:
Es seien P;X Argumentvariable der Stufe 0 und U;U1;U2;U3;V PrÌ-
dikatvariable der Stufe eins und Stellenzahl eins.

(U1) �8P;U� ���P;U� ! U�P��:
(U2) �8P;U;V� ����P;U� ^ �8X��U�X� ! V�X��� ! ��P;V��:
(U3) a) �8P;U1;U2;U3�����P;U1� ^ ��P;U2�^

�8X��U3�X�� �U1�X� ^ U2�X���� ! ��P;U3��:
(U3) b) �8P;V���8X�V�X� ! ��P;V��:
(U4) �8P;U����P;U� ! �9V����P;V� ^ �8X��V�X� !

��X;U����:
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Der Begri¡ der o¡enen Menge lÌÞt sich nun durch eine einstellige
Relation der Stufe 2 angeben:
` ���� dann, und nur dann,
wenn die Relation � eine o¡eneTeilmenge vonA darstellt.
Die Relation � ist aus der primitiven Relation � elementar ableitbar.

Um das einzusehen, genÏgt es, die folgende Formel � zu betrachten:

�8P��U�P� ! �9V����P;V� ^ �8X��V�X� ! U�X����
Es ist klar, daÞ � :� �jU : Also ist die Relation � elementar ableitbar.
Zur LÎsung des umgekehrten Problems, nÌmlich � aus � abzuleiten,

genÏgt es, die folgende Formel 	 zu betrachten:

�9V��V�P� ^ ��V� ^ �X��V�X� ! U�X���
Erinnert man sich an die Tatsache, daÞ Umgebungen eines Punktes p
genau die Teilmengen U von A sind, die eine o¡ene Menge V mit
p 2 V enthalten, so Ïberzeugt man sich leicht, daÞ � :� 	jP;U.
Andere Beispiele werdenwir im Kapitel IVnoch nÌher betrachten.

Satz 4. Sei g ein Automorphismus der Struktur S.Dann lÌÞt g jede ableit-
bare Relation invariant.

Beweis: Wirbeweisen durch trans¢nite Induktion nach n, daÞ dieBehaup-
tung fÏr alle n-ableitbaren Relationenwahr ist.
ZurVerankerung der Induktion dient folgende Aussage:

(6.1) lÌÞt die Abbildung g alle Relationen einer Relationenmenge R
invariant, so lÌÞt g auch alle aus R elementar ableitbaren Relationen
invariant.
Da die aus R elementar ableitbaren Relationen genau die durch For-

meln im KalkÏl L�R� darstellbaren Relationen sind, kÎnnen wir uns
zum Beweis der Aussage (6.1) auf Satz 1, x3 zurÏckziehen. Es ist daher
nur noch notwendig, sich zuvergewissern, daÞ bei den in x3 betrachteten
elementarenOperationen aus invarianten Relationen nur invarianteRela-
tionen entstehen kÎnnen.
Um nun den Induktionsbeweis zu Ende zu fÏhren, nehmenwir an, die

Aussage sei fÏr alle Ordnungszahlen n kleiner als i bewiesen. Ist i eine
Limeszahl, so ist jede i-ableitbare Relation auch n-ableitbar fÏr ein n < i:
In diesem Falle ist nichts zu zeigen. Ist i keine Limeszahl, so betrachten
wir eine beliebige Relation' "T�Eiÿ1�R��nEiÿ1�R�:De¢nitionsgemÌÞ
hat ' LÎsungen nur in Eiÿ1�R� und nach Induktionsannahme sind alle
Relationen ausEiÿ1�R� unter g invariant. Daher ist' unter g invariant. Es
sind also alle Relationen der Menge T�Eiÿ1�R�� unter g invariant und
Aussage a) angewandt auf T�Eiÿ1�R�� ergibt, daÞ g auch alle Relationen
ausEi�R� � E�T�Eiÿ1�R��� invariant lÌÞt.
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Erzeugendensysteme einer Struktur

Unter einem Erzeugendensystem einer Struktur S � �A;R� verstehen
wir eine zu R elementfremde Menge B von Relationen, derart daÞ alle
Relationen ÏberA ausR [ B ableitbar sind.
Betrachtenwir die Struktur S � �A �Menge der natÏrlichen Zahlen;

R � f�g� ausBeispiel1).Da sich alleElemente des Fundamentalbereichs
aus der einzigen Relation � ableiten lassen, ergibt sich allein schon aus
Axiom A3), daÞ alle Relationen aus R � f�g ableitbar sind. Also bildet
die leere Menge ein Erzeugendensystem der Struktur S.

Satz 5. Sei g ein Automorphismus der Struktur S und ' eine beliebige
Relation, dargestellt in der Form ' � F��1; �2; . . . ; �n� mittels einer
logisch ableitbarenFunktionF. Dann folgt g ' � F�g �1; g �2; . . . ; g �n�:
Beweis: Es gibt eine ableitbare Relation �; derart daÞ die folgenden bei-
den Aussagen Ìquivalent sind:

 � F��1; �2; . . . ; �n� und ` ���1; �2; . . . ; �n;  �:
Da � ableitbar ist, bleibt � unter g invariant. Daher sind nun auch die

folgenden Aussagen untereinander Ìquivalent:

` ���1; �2; . . . ; �s; '� und ` ��g �1; g �2; . . . ; g �n; g '�
Daraus folgt g ' � F� g �1; g �2; . . . ; g�n�:

7. Die beiden HauptsÌtze von Sebastia¬ o e Silva

Sei S � �A;R� eine Struktur.Wir wollen annehmen, es gebe ein end-
liches Erzeugendensystem �1; �2; . . . ; �n von A bezÏglich R. Mit  
bezeichnen wir die irreduzible aus R ableitbare Relation, fÏr welche
`  ��1; �2; . . . ; �n�
(vgl. Satz 2, x4�:
Ist ' eine beliebige s-stellige Relation, so lÌÞt sie sich gemÌÞ Satz 3, x5

durch eine logisch ableitbare Funktion F darstellen:

' � F��1; �2; . . . ; �n�:
Das Gleiche gilt auch, wenn ' ein beliebiges Element ausA ist.
In dem folgenden Satz beschreiben wir die Automorphismen der

Struktur S � �A;R� durch ihre Wirkung sowohl auf die Relationen
beliebiger Stufen wie auf die Elemente vonA.

Satz 6 (erster Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva). DieAutomorphismen
gder Struktur S entsprechen auf folgendeWeise umkehrbar eindeutig den
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LÎsungen �1; �2; . . . ; �n der irreduziblen Relation  : eine beliebige
Relation ' � F��1; �2; . . . ; �n�wird auf die Relation
g' � F��1; �2; . . . ; �n� abgebildet, die sich in den Relationen
�1; �2; . . . ; �n auf die analogeWeise ausdrÏcken lÌÞt, wie ' in den Rela-
tionen �1; �2; . . . ; �n.

Beweis: Sei zunÌchst g ein Automorphismus der Struktur S � �A;R�:
Nach Satz 5 ergibt sich, daÞ g die Relation ' � F��1; �2; . . . ; �n�
auf die durch einen analogen Ausdruck gebildete Relation
g' � F��1; �2; . . . ; �n� abbildet, wobei �i � g�i�i � 1; . . . ; n�: Da
g die Relation  invariant lÌÞt, ist �1; �2; . . . ; �n eine LÎsung von  ;
d.h. `  ��1; �2; . . . ; �n�:
Nun mÏssen wir umgekehrt beweisen daÞ durch die angegebeneVor-

schrift auch stets ein Automorphismus der Struktur S � �A;R� gegeben
ist.
Im folgenden werden wir mehrfach von der De¢nition der logischen

Ableitbarkeit Gebrauch machen. Wenn also F�U1;U2; . . . ;Un� eine
logisch ableitbare Funktion ist und s die Stellenzahl des Ergebnisses, so
bezeichne 	 die n� s-stellige ableitbare Relation, so daÞ
` F�1; 2; . . . ; n�� 1;  2; . . . ;  s� dann und nur dann, wenn
` 	�1; 2; . . . ; n;  1;  2; . . . ;  s�.
Ferner bezeichne � die ableitbare Relation, so daÞ

` ' � F�1; 2; . . . ; n� dann und nur dann, wenn
` ��1; 2; . . . ; n; '�
Ist von zwei FunktionenF1 undF2 die Rede, so seien	1 und	2 bzw.�1
und �2 die entsprechenden Relationen.
Es muÞ zunÌchst bewiesenwerden: die durch dieVorschrift

F��1; �2; . . . ; �n� ! F��1; �2; . . . ; �n� gegebeneAbbildung istwohlde-
¢niert.
Wenn also die Relationen F1��1; �2; . . . ; �n� und F2��1; �2; . . . ; �n�

Ïbereinstimmen, so ist zu beweisen, daÞ auch F1��1; �2; . . . ; �n� und
F2��1; �2; . . . ; �n� Ïbereinstimmen.
WÌre das nichtder Fall, sokÎnntenwir die folgende Formel� betrach-

ten:

�9Z���1�U1; . . . ;Un;Z� ^ �2�U1; . . . ;Un;Z��
Sie de¢niert eine ableitbare Relation � :� �jU1;U2; . . . ;Un mit der

Eigenschaft, daÞ

` ���1; �2; . . . ; �n� aber a ���1; �2; . . . ; �n�:
Dies widerspricht der IrreduzibilitÌt der Relation  .
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Wenn wir zeigen kÎnnen, daÞ auch �1; �2; . . . ; �n ein Erzeugenden-
system ist, so sind alleAnnahmenÏberdieLÎsungstupel ��1; �2; . . . ; �n�
und ��1; �2; . . . ; �n� symmetrisch und die beiden LÎsungstupel kÎnnen
vertauscht werden. D.h. die oben de¢nierte Abbildung g hat
F��1; �2; . . . ; �n� ! F��1; �2; . . . ; �n� als Inverse. Sie ist somit bijektiv.
Um zu zeigen, daÞ �1; �2 . . . ; �n ein Erzeugendensystem ist, genÏgt es

zu zeigen, daÞ jedes Element ' eine Darstellung in der Form
' � F��1; �2; . . . ; �n� mit Hilfe einer logisch ableitbaren Funktion F
zulÌÞt. Sei p die Stufe von ' und seien p1; p2; . . . ; pn die Stufen der
Elemente �1; �2; . . . ; �n. Wir betrachten die Relation � mit der
De¢nition:
` ���� dann und nur dann, wenn folgende Bedingungen erfÏllt sind:

1. � ist ableitbar vomTyp �p1; p2; . . . ; pn; p�,
2. aus ` ��1; 2; . . . ; n; '1� fÏr irgendein '1 folgt t�1� � t��1�;
t�2� � t��2� usw.,
3. zu 1; 2; . . . ; n mit t�1� � t��1�; t�2� � t��2� usw. gibt es genau
ein '1 mit

` ��1; 2; . . . ; n; '1�:
Die Relation � ist ableitbar, da alle LÎsungen es sind. Zu jeder LÎsung

� gehÎrt eine logisch ableitbare Funktion F.
SeiX eine PrÌdikatvariable vomTyp �p1; p2; . . . ; pn; p�, sei Z eine zu '

passendeVariable und seienU1;U2; . . . ;UnVariable, die zu �1; �2; . . .�n
passen. Dann kÎnnenwir die folgende Formel � bilden:

�8Z��9X����X� ^X�U1;U2; . . . ;Un;Z��
Sei � :� �jU1;U2; . . . ;Un. Die Relation � ist ableitbar und es gilt

` ���1; �2; . . . ; �n�.
Denn sei Z! '1 eine zulÌssige Substitution. Dann gibt es eine

logisch ableitbare Funktion Fmit '1 � F��1; �2; . . . ; �n�. Zu F gehÎrt
aber eine ableitbare Relation �mit
` ���� und ` ���1; �2; . . . ; �n; '1�. Da also die Aussage
���� ^ ���1; �2; . . . ; �n; '1� wahr ist folgt die Behauptung
` ���1; �2; . . . ; �n�.
Nun folgt auch ` ���1; �2; . . . ; �n�. Da wir fÏr Z die gegebene

Relation ' einsetzen kÎnnen, muÞ es ein � geben, so daÞ ` ���� und
` ���1; �2; . . . ; �n; '�. Zu � gehÎrt eine logisch ableitbare Funktion F
mit ' � F��1; �2; . . . ; �n�.
Damit ist bewiesen, daÞ �1; �2; . . . ; �n ein Erzeugendensystem ist,

und somit ist die Abbildung g bijektiv.
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Die Abbildung g ist insbesondere auch auf dem Fundament A
de¢niert. Aus der De¢nition der logisch ableitbaren Funktionen ergibt
sich, daÞ g fÏr jedes Element � den Typ t��� erhÌlt, d.h. daÞ
t��� � t�g����. Daraus folgt, daÞ g das Fundament A und jede der
Mengen R1�A�, R2�A� usw. in sich abbildet. Da g insgesamt bijektiv
ist, so ist also auch die Restriktion gjA auf derMengeAbijektiv. Es bedarf
aber noch eines Beweises, daÞ die Abbildung g die Menge T �
A [ R1�A� [ R2�A� [ � � � in sich kohÌrent abbildet, d.h. daÞ g mit der
Abbildung Ïbereinstimmt, die von gjA induziert wÏrde. Bezeichnenwir
der Deutlichkeit halber die induzierte Abbildung durch �gjA��, so muÞ
also g � �gjA�� gelten. Zum Beweis dient der folgende Hilfssatz:

(7.1) Sei g : T ! T eine bijektive Abbildung mit der Eigenschaft
t��� � t�g���� fÏr alle � "T. Die Abbildung g stimmt mit der von gjA
in der MengeT induziertenAbbildung Ïberein, wenn g alle Relationen �t
der Form �t :� X0�X1;X2; . . . ;Xs�jX0;X1;...;Xs

invariant lÌÞt.
ZumBeweis von (7.1) zeigenwir durch Induktion nach der Stufe n, daÞ

g��� � �gjA����� fÏr alle � "Rn�A�.
FÏr n � 0, also fÏr �"A � R0�A� ist das trivialerweise der Fall.
Angenommen, die Aussage g�'� � �gjA���'� sei fÏr alle ' der Stufe

<n bewiesen. Sei nun � eine s-stellige Relation ausRn�A�. Es ergibt sich:
` ��'1; '2; . . . ; 's� dann und nur dann, wenn
` �t��; '1; '2; . . . ; 's� dann und nur dann, wenn
` �t�g���; g�'1�; g�'2�; . . . ; g�'s�� dann und nur dann, wenn
` g����g�'1�; g�'2�; . . . ; g�'s��.
Nun ist g�'1� � �gjA���'1�; g�'2� � �gjA���'2�, usw.. Daraus folgt

g��� � �gjA����� und 7.1) ist bewiesen.
Es bleibt zu beweisen, daÞ die Abbildung g alle Relationen der Form

X0�X1;X2; . . . ;Xs�jX0;X1;...;Xs
invariant lÌÞt.

Angenommen ` '0�'1; '2; . . . ; 's� aber a g'0�g'1; g'2; . . . ; g's�.
Ob nun '0; '1; . . . ; 's sÌmtlich Relationen der Stufe>0 sind oder ob

unter ihnen Elemente aus A vorkommen, so sind sie jedenfalls durch
logische Funktionen Fi�U1;U2; . . . ;Un� gegeben, so daÞ also zum Bei-
spiel '0 � F0��1; �2; . . . ; �n� und g'0 � F0��1; �2; . . . ; �n� usw.
Nach De¢nition gibt es ableitbare Relationen ��i � 1; 2; . . . ; s� mit

der Eigenschaft
` �i�1; 2; . . . ; n; '� dann und nur dann, wenn
' � Fi�1; 2; . . . ; n�.
Betrachten wir nun die Formel �:

�9X0;X1; . . . ;Xs��X0�X1; . . . ;Xs�� ^ �0�U1; . . . ;Un;X0�
^ � � � ^ �s�U1; . . . ;Un;Xs�
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Sie de¢niert eine ableitbare Relation � :� �jU1;U2;...;Un
und es ergibt sich

derWiderspruch

` ���1; �2; . . . ; �n� aber a ���1; �2; . . . ; �n�:
Angenommen a '0�'1; '2; . . . ; 's� aber
` g'0�g'1; g'2; . . . ; g's�, so ergÌbe sich auf ÌhnlicheWeise derWider-
spruch a ���1; �2; . . . ; �n� aber ` ���1; �2; . . . ; �n�.
Hieraus folgt nun, daÞ die Abbildung g die Menge aller Relationen in

sich kohÌrent abbildet. Sie ist also identisch mit derAbbildung, die durch
gjA induziert wÏrde.
Die Abbildung g lÌÞt auch alle Relationen aus der Menge R invariant.

Denn einer s-stelligen Relation' aus derMengeRentspricht eine logisch
ableitbare Funktion F�U1; . . . ;Un� � '.
Daher bleibt die Relation ' unter der Abbildung g invariant und g ist

ein Automorphismus der Struktur S.
Der zweite Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva entspricht dem Hauptsatz

von Krasner. Auch beim Beweis dieses Satzes werden wir zunÌchst
die Existenz eines endlichen Erzeugendensystems �1; �2; . . . ; �n der
Struktur S � �A;R� annehmen. Im nÌchsten Abschnitt werden
wir sehen, daÞ diese Annahme in Wirklichkeit keine EinschrÌnkung
bedeutet.

Satz 7 (zweiter Hauptsatz von Sebasti~ao e Silva). Notwendig und
hinreichend dafÏr, daÞ eine Relation ' unter allen Automorphismen
einer Struktur S � �A;R� festbleibt, ist die Bedingung, daÞ ' ableitbar
ist.

Beweis: DaÞ die Bedingung hinreichend ist, haben wir bereits bewiesen
(vgl. Satz 4, x6). Es muÞ also nur noch gezeigt werden, daÞ sie auch
notwendig ist. Sei also ' eine unter allen Automorphismen g von S
invariante Relation. Sei  die irreduzible aus R ableitbare Relation
mit der Eigenschaft `  ��1; �2; . . . ; �n�. Die Bilder von' unter Auto-
morphismen g der Struktur S haben nach dem ersten Hauptsatz die
Form

g' � F��1; �2; . . . ; �n�:
Dabei ist �1; �2; . . . ; �n eine beliebige LÎsung von  and F eine logisch
ableitbare Funktion derVariablenU1;U2; . . . ;Un. Sei 	 die gemÌÞDe¢-
nition existierende zu F gehÎrige n� s-stellige ableitbare Relation und
betrachten wir die Formel
 �U1; . . . ;Un� ^	�U1; . . . ;Un;X1; . . . ;Xs�. Jede zulÌssige Substitu-
tionU1 ! �1,U2 ! �2 usw. liefert nun entweder die leere Relation oder
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eine Relation g '. Da nun nachVoraussetzung g' fÏr alle Automorphis-
men g gleich ' ist, so folgt ' :�

�9U1;U2; . . . ;Un�� �U1; . . . ;Un�
^	�U1; . . . ;Un;X1; . . . ;Xs��jX1;X2;...;Xs

:

Damit ist die Ableitbarkeit von ' bewiesen.

Korollar 1. Notwendig und hinreichend dafÏr, daÞ eine Funktion

F : Rt1 � Rt2 � . . .� Rtn ! Rt

fÏr alle Automorphismen g der Struktur S � �A;R�
die Funktionalgleichung

��� g�F�U1;U2; . . . ;Um�� � F�g�U1�; g�U2�; . . . ; g�Um��
erfÏllt, ist die Bedingung, daÞ F logisch ableitbar ist.

Beweis: Wenn F logisch ableitbar ist, so folgt sofort aus Satz 5, x6, daÞ F
die Funktionalgleichung ��� fÏr alle Automorphismen g erfÏllt.
Nehmen wir nun umgekehrt an, die Funktionalgleichung ��� sei fÏr

alleAutomorphismen g der Struktur S erfÏllt.Wir betrachten die Relation
� mit ` ��1; 2; . . . ; m; '� dann und nur dann, wenn
' � F�1; 2; . . . ; m�.
Aus der GÏltigkeit der Gleichung ��� fÏr alle Automorphismen folgt,

daÞ g�'� � F�g�1�; g�2�; . . . ; g�m�� fÏr ein beliebiges g gleichwertig
ist mit ' � F�1; 2; . . . ; m�. Daher bleibt die Relation � unter allen
Abbildungen g invariant. Nach Satz 7 ist also � eine ableitbare Relation
und damit ist F eine logisch ableitbare Funktion.

Korollar 2. SeiF � F�U1;U2; . . . ;Un� eine logisch ableitbareFunktion,
deren Argumente U1;U2; . . . die Mengen Rt1 ;Rt2 usw. durchlaufen.
Seien G1�V1; . . . ;Vm�, G2�V1; . . . ;Vm�; . . . logisch ableitbare Funk-
tionen mit Ergebnis in Rt1 , Rt2 usw.. Dann ist auch die Funktion H mit
H�V1;V2; . . . ;Vm��F�G1�V1;V2; . . . ;Vm��,G2�V1;V2; . . . ;Vm�;
. . ., Gn�V1;V2; . . . ;Vm�� eine logisch ableitbare Funktion.

Beweis: Es genÏgt, sich zu vergewissern, daÞ H fÏr beliebige Automor-
phismen der Struktur S = (A; R) die Funktionalgleichung ��� erfÏllt.
Sei also g ein beliebiger Automorhismus. Da F und G1;G2; . . . ;Gn die
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Funktionalgleichung ��� fÏr g erfÏllen, so folgt
g�H�V1;V2; . . . ;Vm�� � g�F�G1�V1;V2; . . . ;Vm�;
G2�V1;V2; . . . ;Vm�; . . . ;Gn�V1;V2; . . . ;Vm�� �

F�g�G1�V1;V2; . . . ;Vm��; g�G2�V1;V2; . . . ;Vm��; . . . ;

g�Gn�V1;V2; . . . ;Vm��� �
F�G1�g�V1�; g�V2�; . . . ; g�Vm��;G2�g�V1�; g�V2�; . . . ; g�Vm��;

. . . ;Gn�g�V1�; g�V2�; . . . ; g�Vm�� �
H�g�V1�; g�V2�; . . . ; g�Vm��:
Øhnlich wie in Kapitel II nennen wir zwei Strukturen S1 � �A;R1�

und S2 � �A;R2� Ïber demselben Fundament A Ìquivalent, wenn in
beiden Strukturen dieselben Relationen ableitbar sind.

Korollar 3 (Øquivalenzprinzip). Zwei Strukturen S1 � �A;R1� und
S2 � �A;R2� sind genau dann Ìquivalent, wenn sie dieselbe Automor-
phismengruppe haben.

Beweis: SeiGdieAutomorphismengruppevonS1 und auchvonS2.Dann
stimmen nach dem zweiten Hauptsatz die ableitbaren Relationen von S1
und von S2 mit den invarianten Relationen von G Ïberein. Also sind S1
and S2 Ìquivalent.
Nehmen wir nun umgekehrt an, S1 und S2 seien Ìquivalent und

betrachten wir einen Automorphismus g von S1. Dann lÌÞt g alle
ableitbaren Relationen von S1 invariant, folglich auch alle ableitbaren
Relationen von S2 und folglich auch die de¢nierenden Relationen von
S2. Somit ist jeder Automorphismus von S1 auch ein Automorphismus
von S2 und jeder Automorphismus von S2 auch ein Automorphismus
von S1.

8. Wohlordnungen auf Teilmengen

Der Zweck dieses Abschnitts ist zu zeigen, daÞ die Annahme der
Existenz eines endlichen Erzeugendensystems fÏr die Struktur
S � �A;R�, die wir im vorigen Abschnitt benÎtigt haben, inWirklich-
keit keine EinschrÌnkung bedeutet.
Die Grundidee, wie wir dabei vorgehen wollen, ist ganz einfach.Wir

betrachten ein beliebiges Erzeugendensystem �1; �2; . . . ; das auch un-
endlich sein kann, von dem wir aber annehmen wollen, daÞ es nur
Elemente einer bestimmten festen Stufe enthalte. Wenn wir dann
genÏgend viele ableitbare Elemente �1; �2; . . . einer festen Stufe ¢nden
kÎnnen, so kÎnnen wir eine umkehrbar eindeutige Abbildung v1 ! �1,
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�2 ! �2 usw. als binÌre Relation ' darstellen. Dann lassen sich aus der
RelationenmengeRvereinigtmit dem einzigen Element' alle Elemente
�1; �2; . . . des Erzeugendensystems ableiten. Denn zu jedem der ableit-
baren Elemente �i gibt es auch eine ableitbare einstellige Relation �

"
i der

nÌchsthÎheren Stufe, die gerade dieses Element bestimmt. Dann ist aber
�9X��'�X;Y� ^ v"i �X�� eine Formeldarstellung fÏr eine Relation, die
das Element �i bestimmt. Man sieht also, daÞ ' ein aus einem einzigen
Element bestehendes Erzeugendensystem der Struktur S � �A;R� ist.
Um nun ableitbare Elemente in genÏgender Anzahl zu bekommen,

wollen wir zeigen, daÞ jeder Ordnungszahl einer wohlgeordneten Teil-
menge von A auf natÏrlicheWeise ein ableitbares Element der Stufe 2
entspricht und daÞ verschiedene Ordnungstypen dabei unterschiedli-
chen Elementen zugeordnet sind.
Eine Teilmenge U von A wird dargestellt durch eine einstellige
Relation � der Stufe 1.
` ��b� dann und nur dann, wenn b "U.
EineWohlordnung derTeilmenge U ist eine zweistellige Relation ! mit
den Eigenschaften:

i) aus ` !�a; b� folgt ` ��a� und ` ��b� ,
ii) fÏr a, b mit ` ��a�, ` ��b� ist entweder a � b oder ` !�a; b� oder
` !�b; a�,
iii) aus ` !�a; b� und ` !�b; c� folgt ` !�a; c�,
iv) reprÌsentiert die einstellige Relation � eine nichtleere UntermengeV
von U, so gibt es in der UntermengeVein erstes Element bezÏglich der
Anordnung:

�9X0����X0� ^ �8X1����X1� ! �X0 � X1 ^ !�X0;X1����
Es stellt sich die Aufgabe, diese vier Eigenschaften durch ableitbare

Relationen auszudrÏcken. Seien U,V Variable, die geeignet sind Unter-
mengen der Menge A darzustellen, d.h. PrÌdikatvariable der Stufe und
Stellenzahl 1. Es seiW eine PrÌdikatvariable der Stufe 1 und Stellenzahl
2 und schlieÞlich seienX,X0,X1,YundZ Individuenvariable der Stufe 0,
die also fÏr Elemente von A stehen.Wenn wir uns dieWohlordnung !
durch die Variable W vertreten denken, so lassen sich die obigen vier
Eigenschaften folgendermaÞen umformulieren:

i) �8X;Y��W�X;Y� ! �U�X� ^ U�Y���
ii) �8X;Y���U�X� ^ U�Y�� ! �X � Y �W�X;Y� �W�Y ;X���

wobei� die Operation des exklusiven Oder bezeichnet,
iii) �8X;Y;Z���W; �X;Y� ^W�Y ;Z�� !W�X;Z��
iv) �8V����8Z��V�Z� ! U�Z�� ^ �9Z�V�Z�� !
�9X0��V�X0� ^ �8X1��V�X1� ! �X0 � X1 _W�X0;X1����
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Bezeichnen wir der Reihe nach diese vier Formeln durch �1�U;W�,
�2�U;W�, �3�W�, und �4�U;W�, so erhaltenwir mit

�1�U;W� ^ �2�U;W� ^ �3�W� ^ �4�U;W�
eine Formel �, die ausdrÏckt, daÞ W eineWohlordnung Ïber der Teil-
minge U vonA ist.
Ersetzt man die Formel � � ��U;W� durch �9U���U;W�, so la« Þt

sich aus der Relation � :� �9U���U;W�jW die Relation � :� �jU;W
rekonstruieren. Dazu benÎtigen wir folgende Formel 	:

��W� ^ �8X;Y��W�X;Y� ! �U�X� ^ U�Y���^
�8X;Y��U�X� ^ U�Y�� ! �X � Y ^W�X;Y� ^W�Y;X���

Die Relationen � :� �jU;W und	jU;W stimmen Ïberein, da es zu einem
�mit ` ���; �� nur ein � mit dieser Eigenschaft gibt.
Wann sind nun zweiWohlordnungen Ìquivalent ?

Dazu benÎtigen wir als erstes den Begri¡ einer bijektiven Abbildung
zwischenTeilmengen der MengeA.
DaÞ � (reprÌsentiert durch die Variable T) eine bijektive Beziehung

zwischenU undU1vermittelt, lÌÞt sich folgendermaÞen durch eine For-
mel B ausdrÏcken:

�8X;X1���T�X;X1� ! �U�X� ^ U1�X1���^
�8X;X1;X2���T�X;X1� ^ T�X;X2�� ! X1 � X2�^
�8X;X1;X2���T�X1;X� ^ T�X2;X�� ! X1 � X2�^
�8X��U�X� ! �9X1�T�X;X1��^
�8X1��U1�X1� ! �9X�T�X;X1��

Es sei � :� BjT;U;U1
.Worauf es hier stets ankommt, ist die Ableitbarkeit

der Relation ganz unabhÌngig von der aktuell gegebenen Struktur. (�
wÌre also auch in der trivialen Struktur ableitbar).
Die Øquivalenz zweierWohlordnungen, reprÌsentiert durch dieVaria-

blenW,W1, ergibt sich nunwie folgt:

�9T;U;U1����U;W� ^ ��U1;W1� ^ ��T;U;U1�^
�8X;X1;Y ;Y1���W�X;Y� ^ T�X;X1�
^ T�Y;Y1�� !W1�X1;Y1��^

�8X;X1;Y ;Y1���W1�X1;Y1� ^ T�X;X1�
^ T�Y;Y1�� !W�X;Y���
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Die durch diese FormelE dargestellte RelationEjW;W1
sei mit demBuch-

staben � bezeichnet.Da sie sich aufArgumente der Stufe1bezieht, hat sie
Stufe 2. Das, worauf es ankommt, ist aber wieder die Ableitbarkeit der
Relation �, die o¡ensichtlich gegeben ist.
Im allgemeinenkannman nicht erwarten, daÞ fÏr einebeliebige ableit-

bare Øquivalenzrelation auch die zugehÎrigen Klassen durch ableitbare
Relationen gegeben sind.Wir haben also noch die Aufgabe die einzelnen
Klassen zur Relation � als ableitbar aufzuweisen.
Dazu sind drei Schritte nÎtig:

1) der Beweis, daÞ die Ordnungszahl der leeren Menge als ableitbare
Relation gegeben ist,
2) der Beweis, daÞ fÏr jede bereits als ableitbar erkannte Ordnungszahl
auch die nachfolgende Ordnungszahl als ableitbare Relation gegeben ist,
3) der Beweis, daÞ eine beliebige Limeszahl als ableitbare Relation
gegeben ist, wenn fÏr alle kleineren Ordnungszahlen bereits ableitbare
Relationen gefunden sind.

Zu 1). Ist W eine PrÌdikatvariable der Stufe 1 und desTyps t � �0; 0�,
ferner U eine PrÌdikatvariable der Stufe 1 und desTyps t � �0� und X
eine Variable der Stufe 0, so stellt die Formel �9U����U;W�^
:�9X��U�X��� die Øquivalenzklasse der Wohlordnungen der leeren
Menge dar.
Zu 2). Es sei  die Relation mit der Bedeutung ` ��; �1; a� dann und
nur dann, wenn �1 die einelementige Erweiterung der Menge � um das
Element a darstellt.
Sind U, U1 PrÌdikatvariable vomTyp (0) und sind X,YgewÎhnliche

Variable der Stufe 0, so ist  :� �jU;U1;X fÏr die folgende Formel �:

:U�X� ^ U1�X� ^ �8Y���! U1U�Y�1�Y��
^ �U1�Y� ! �U�Y� _ Y � X���:

Nehmen wir nun an, die Ordnungszahl � sei durch eine ableitbare
Relation '� gegeben. Betrachtenwir die folgende Formel 	:

�9W;U��'��W� ^ ��U;W� ^ �9U1;X���U;U1;X�^
��U1;W1� ^ �8Y��U�Y� !W1�Y ;X����

Die Relation '��1 :� 	jW1
de¢niert dann die Øguivalenzklasse der

nÌchsten Ordnungszahl � � 1. Da in der Formel 	 nur PrÌdikate fÏr
ableitbare Relationen auftreten, ist '��1 ableitbar.
Zu 3). Dies ist von den drei Schritten der komplizierteste. Sei N die
Menge der bereits durch ableitbare Relationen gegebenen Ordnungszah-
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len � und seiMdieMenge der entsprechenden ableitbarenRelationen'�.
Wir nehmen an,N habe kein letztes Element.
Zur Konstruktion der Limeszahl, die auf die Ordnungszahlen der

Menge N folgt, benÎtigen wir ein System kohÌrenter ReprÌsentanten
fÏr die Ordnungszahlen � "N. Damit ist eine Funktion g von M in die
Menge derWohlordnungen gemeint, welche die folgenden Eigenschaf-
ten hat:
i) !� � g�'�� gehÎrt der Klasse '� an fÏr alle '� "M,
ii) ist �<�1, so ist !� � g�'�� ein Anfangsabschnitt von !�1 � g�'�1�
Zur formalen Konstruktion einer solchen Funktion g benÎtigen wir
Relationen �;  ; o und � wie folgt:
` ��'� bedeutet, daÞ ' eine der Klassen ausM ist,
`  ��� bedeutet, daÞ � eine Abbildung gmit den Eigenschaften (i) und
(ii) vermittelt,
` o�'�1 ; '�2� bedeutet dasselbe wie �1<�2 fÏr die entsprechenden
Ordnungszahlen,
` ��!1; !2� bedeutet, daÞ!1 einAnfangsabschnitt derWohlordnung!2
ist.
Betrachten wir folgende Formel 	:

�8R����R� ! �9W�G�R;W��^
�8R;W��G�R;W� ! ���R� ^ R�W���^
�8R;W;W1���G�R;W� ^ G�R;W1�� !W �W1�^
�8R;R1;W;W1���G�R;W� ^ G�R1;W1� ^ o�R;R1�� ! ��W;W1��
Sie drÏckt aus, daÞG eine Abbildung gmit den Eigenschaften (i) und (ii)
vermittelt.Wir kÎnnen also  :� 	jG setzen.
Die gesuchte Limeszahl erhalten wir nun durch folgende Formel �:

�9G�� �G� ^ �8X;Y��W�X;Y�
� �9R1;W1��G�R1;W1� ^W1�X;Y����

Da in der Formel 	 nur die �; o und � entsprechenden PrÌdikate vor-
kommen, genÏgt es, sich zu vergewissern, daÞ�; o und� ableitbare Rela-
tionen sind. FÏr � und o folgt das sofort aus der De¢nition. Denn diese
beiden Relationen haben nach De¢nition nur ableitbare LÎsungen. DaÞ
auch die Relation � ableitbar ist, erkennt man daraus, daÞ sie sich durch
folgende Formel A darstellen lÌÞt:

��W2� ^ �8X;Y��W1�X;Y� !W2�X;Y��^
�8X;Y���W2�X;Y� ^ �9Z��W1�Z;Y� _W1�Y ;Z��� !W1�X;Y��
Es gilt � :� AjW1;W2

und somit ist � ableitbar.
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IV. Beispiele und Anwendungen derTheorie
von Sebastia¬ o e Silva

1. Endliche Strukturen

In diesem und dem folgenden Abschnitt betrachten wir Strukturen mit
endlichemFundament. Eine StrukturS � �A;R�mit endlichemFunda-
ment Awird endliche Struktur genannt.
Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den in Kapitel I

untersuchten endlichen Strukturen und den endlichen Strukturen im
Sinne von Sebastia¬ o e Silva etwas nÌher betrachten. Sei also
S � �A;'1; '2; . . . ; 'r� eine Struktur im Sinne von Kapitel I. Wir
kÎnnen S auch als Struktur im Sinne von Sebastia¬ o e Silva au¡assen
und schreiben dann zur Unterscheidung runde Klammern, also
S � �A;R�, wobei R � f'1; '2; . . . ; 'rg. Das Umgekehrte ist
nicht immer mÎglich. Damit eine Struktur S � �A;R� im Sinne von
Sebasti~ao e Silva sich auch als Struktur im Sinne von Kapitel I interpre-
tieren lÌÞt, mÏssenwir voraussetzen, daÞR nur endlich viele Relationen
der Stufe 1 enthÌlt. Solche Strukturen nennen wir einstu¢g und endlich
de¢niert.
Øhnlichwie in Kapitel IIIwollenwir auch fÏr endliche Strukturen im

Sinne vonKapitel I den Ableitbarkeitsbegri¡ auf Elemente derMengeA
ausdehnen. Ein Element a 2 Awird also genau dann als ableitbar ange-
sehen, wenn die entsprechende Relation a"ableitbar ist, die als einzige
LÎsung das Element a zulÌÞt. Um eine bessere Entsprechung zwischen
den beidenArtenvon endlichen Strukturen zu erreichen, wollenwir nun
auch zulassen, daÞ unter den die Struktur de¢nierenden Elementen
'1; '2; . . . ; 'r auch Elemente der Menge A vorkommen. Da fÏr die
Ableitbarkeit im Sinne von Kapitel I nichts dem Postulat A3) entspre-
chendes zur VerfÏgung steht, ist es noch nÎtig sich Gedanken darÏber
zu machen, wie Relationen aus Elementen der Menge A abgeleitet wer-
den kÎnnen.
Dazu erweitern wir den einstu¢gen PrÌdikatenkalkÏl um Konstante

aus der Menge A. Dann werden AusdrÏcke wie z:B: X � c oder
'�X; c� zu zulÌssigen Formeln. Ist nun c eines der de¢nierenden
Elemente, so liefert die Interpretation der Formel X � c die einstellige
Relation c" undwir betrachten dann c" als ableitbar. Es ist nicht schwierig,
sich zu Ïberzeugen, daÞ mit dieser Erweiterung des Struktur- und des
Ableitbarkeitsbegri¡s der Satz von Krasner gÏltig bleibt. Und zwar gilt
er nun sogar auch fÏr Elemente ausA.
Unter einer endlichen Struktur S � �A;'1; '2; . . . ; 'r� wollen wir

von jetzt ab eine Struktur im Sinne von Kapitel I mit der mÎglichen
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Erweiterung um de¢nierende Konstante verstehen. Unter Ableitbarkeit
im Sinne der PrÌdikatenlogik erster Stufe wollenwir die erÎrterte Erwei-
terungdesAbleitbarkeitsbegri¡s vonKapitel Iverstehen. Der Gedanken-
gang zum Beweis des Satzes von Krasner in der erweiterten Form soll
noch kurz skizziert werden:
Wenn unter den de¢nierenden Elementen '1; '2; . . . ; 'r Konstante ci
aus Avorkommen, ersetzenwir diese durch die entsprechenden Relatio-
nen c"i .Die so erhaltene StrukturS� hatdieselbeAutomorphismengruppe
wie S. FÏr S� gilt der Satz von Krasner in der in Kapitel I bewiesenen
Form. Nun ist ein Element c 2 A genau dann ableitbar, wenn die Rela-
tion c" ableitbar ist, und c bleibt genau dann unter allen Automorphismen
invariant, wenn c" invariant bleibt. Somit gilt der Satz von Krasner auch
in dem erweiterten Sinn.
Wir benÎtigen die folgenden beiden HilfssÌtze. Der Beweis des ersten

von beiden ist trivial.
(1.1) Jeder Automorphismus der endlichen Struktur
S � �A;'1; '2; . . . ; 'r� ist auch Automorphismus der Struktur
S��A; f'1; '2; . . . ; 'rg� imSinnevonSebastia¬ o eSilva undumgekehrt.
(1.2) SeiR � f'1; '2; . . . ; 'rg eine endlicheMenge von Relationen der
Stufe 1ÏberA. Die folgenden Aussagen Ïber eine Relation ' der Stufe 1
ÏberA sind Ìquivalent:

(i) ' ist aus der Relationenmenge R � f'1; '2; . . . ; 'rg ableitbar im
Sinne der PrÌdikatenlogik erster Stufe,
(ii) ' ist aus der Relationenmenge R � f'1; '2; . . . ; 'rg ableitbar im
Sinne von Kapitel III.

Beweis: Aussage (i) ist gleichwertig damit, daÞ ' unter denAutomorphis-
men der Struktur S invariant bleibt, den Begri¡ Automorphismus dabei
wie in Kapitel I verstanden.
Aussage (ii) ist gleichwertig damit, daÞ ' ebenfalls unter allen Auto-

morphismen der Struktur S invariant bleibt, den Begri¡ Automorphis-
mus wie in Kapitel III verstanden.
Nach Hilfssatz (1.1) stimmen die beiden Automorphismusbegri¡e

Ïberein, folglich sind die Aussagen (i) und (ii) Ìquivalent.
In diesemAbschnitt habenwir esmit drei verschiedenenBegri¡envon

Ableitbarkeit zu tun, die sich in den folgenden Aussagen Ïber eine Rela-
tion ' der Stufe 1wieder¢nden:

(a1) ' ist ableitbar im Sinn der PrÌdikatenlogik erster Stufe,
(a_2) ' ist elementar ableitbar,
(a3) ' ist ableitbar im allgemeinen Sinne von Kapitel III.

Als Resultat unserer Betrachtungen ergibt sich:
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Satz 1. Sei S � �A; f'1; '2; . . . ; 'rg� eine einstu¢g und endlich de¢-
nierte endliche Struktur im Sinne von Sebasti~ao e Silva. Dann sind fÏr
jede Relation ' der Stufe� 1 die Aussagen (a1)^(a3) Ìquivalent.

Beweis: Im allgemeinen gelten die Implikationen (a1)! (a2) und (a2)!
(a3). Es ist also noch zu zeigen, daÞ in der speziellen Situation des Satzes1
auch die Implikation (a3)! (a1) gilt.
Wenn ' ableitbar ist im Sinne von Kapitel III, so bleibt ' invariant

unter allen Automorphismen im Sinne von Sebastia¬ o e Silva. Diese stim-
men Ïberein mit den Automorphismen im Sinne von Kapitel I. Nach
dem Satz von Krasner in der oben erÎrterten erweiterten Form ist ' also
ableitbar im Sinne der PrÌdikatenlogik erster Stufe.

2. Der erste Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva
fÏr endliche Strukturen

Der erste Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva lÌÞt sich in einfacherWeise in
die Situation und Sprache des Kapitels I Ïbertragen. Dabei sind jedoch
die in x1 erÎrterten Modi¢kationen zu berÏcksichtigen. Sei Awie in
Kapitel I eine endliche Menge, seien '1; '2; . . . ; 'r Relationen der Stufe
1 Ïber A. Wir betrachten wie in x1 die endliche Struktur
S � �A; '1; '2; . . . ; 'r�.

De¢nition. Eine Funktion F : A�A� . . .�A! A heiÞt bezÏg-
lich der einstu¢gen PrÌdikatenlogik ableitbar, wenn es eine im Sinne
der einstu¢gen PrÌdikatenlogik ableitbare Relation � gibt mit der
Eigenschaft: ` ��b1; b2; . . . ; bn; b� dann und nur dann, wenn b �
F�b1; b2; . . . ; bn�.
Aus Hilfssatz (1.2) ergibt sich sofort:

(2.1) Eine FunktionF : A�A� . . .�A! A ist genau dann bezÏg-
lich der einstu¢gen PrÌdikatenlogik ableitbar, wenn sie logisch ableitbar
ist im Sinne von Kapitel III.
WÌhlen wir nun ein endliches Erzeugendensystem a1; a2; . . . ; as der

Struktur S. Diesen Begri¡ haben wir nur in Kapitel III eingefÏhrt, er ist
also zunÌchstwie inKapitel III zuverstehen. Es ist leicht einzusehen, daÞ
die MengeA in jeder Struktur im Sinne von Sebastia¬ o e Silva ein Erzeu-
gendensystembildet.WennA also endlich ist, gibt es endlicheErzeugen-
densysteme, und wir kÎnnen eines auswÌhlen. Es sei daran erinnert, was
dies bedeutet: jede Relation (beliebiger Stufe) und jedes Element ausA
ist aus der Menge f'1; '2; . . . ; 'rg [ fa1; a2; . . . ; asg ableitbar im Sinne
vonKapitel III. Also ist auch jede Relation der Stufe1und jedes Element
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aus A aus der Menge f'1; '2; . . . ; 'rg [ fa1; a2; . . . ; asg ableitbar im
Sinne der einstu¢gen PrÌdikatenlogik, wie in x1 erÎrtert.
Es sei nun  die irreduzible ableitbare Relation mit
`  �a1; a2; . . . ; as�. Ferner sei daran erinnert, daÞ sich jedes Element
a 2 A inderForma � F�a1; a2; . . . ; as�mitHilfe einergeeignetenbezÏg-
lich der einstu¢gen PrÌdikatenlogik ableitbaren Funktion F ausdrÏcken
lÌÞt. Dies folgt aus III, Satz 3 zusammen mit Hilfssatz (2.1).
Wir sind nun in der Lage, den ersten Hauptsatz von Sebasti~ao e Silva

auch fÏr endliche Strukturen auszusprechen:

Satz 2 (erster Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva fÏr endliche Struktu-
ren).1 Die Automorphismen der endlichen Struktur S �
�A; '1; '2; . . . ; 'r� entsprechen in folgenderWeise umkehrbar eindeutig
den LÎsungen (b1; b2; . . . ; bs) der irreduziblen Relation  : ein beliebiges
Element a � F�a1; a2; . . . ; as� wird auf das Element g�a� �
F�b1; b2; . . . ; bs� abgebildet, das sich in den Elementen b1; b2; . . . ; bs auf
die analogeWeise durch eine bezÏglich der einstu¢gen PrÌdikatenlogik
ableitbare FunktionF ausdrÏcken lÌÞt wie das Element a in denElemen-
ten a1; a2; . . . ; as.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich ohne Schwierigkeiten aus
dem entsprechenden Satz 6 des Kapitels III und aus den obigen HilfssÌt-
zen (1.1)^ (1.2) und (2.1).

3. Zusammenhang zwischen den Au¡assungen
von Sebastia¬ o e Silva und Krasner

In den beidenvorigen Abschnitten hattenwir die Beziehungen zwischen
derTheorie der endlichen Strukturen, wie sie inKapitel I entwickeltwor-
denwar, und derTheorie von Sebastia¬ o e Silva betrachtet. Øhnlich sollen
nun hier die ZusammenhÌnge mit der KrasnerschenTheorie beleuchtet
werden.
Sei � eine Relation der Dimension 
 im Sinne von Krasner. D.h. �

entspricht einer Aussage Ïber ,,Punkte`̀ der Dimension 
 und fÏr jeden

1 Die Anregung zur Formulierung dieses Satzes verdankt der Autor Herrn Ludwig
Reich.
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solchen PunktP : U
 ! A liegt entweder der Fall ` ��P� oder der Fall
a ��P� vor.
Wenn 
 � jAj, so kÎnnen wir die Referenzmenge U
 durch eine

gleichmÌchtige MengeV von ableitaren Relationen einer festen Stufe p
ersetzen, wie wir in Kapitel III, x8 gesehen haben. Nach Auswahl
einer bijektiven Abbildung { : U
 ! V zur Identi¢kation der Referenz-
menge mitVentspricht dann jedem PunktP : U
 ! A eine im zweiten
Argument funktionale Relation 'P des Typs t � �p; 0� und der Stufe
p� 1 mit der De¢nition: ` 'p��; a� dann und nur dann, wenn
a � P�u� und � � {�u�. Ferner entspricht der Relation � eine Relation
��, deren LÎsungen gerade die verschiedenen 'P sind, fÏr welche
` ��P�: FÏr die auf dieseWeise einander entsprechenden Relationen �
und �� gilt:
(3.1) Sei g 2 Sym(A). Dann ist � g����� � g����:

Beweis. Es gilt g�'P� � 'g�P� fÏr jeden Punkt P der Dimension
.Wegen
g�v� � v fÏr alle v 2 V ist nÌmlich die Relation g�'P� fÏr genau die Paare
(v; g�a�� � �g�v�; g�a�� erfÏllt, fÏr welche ` 'P�v; a�:Das sind aber auch
gerade die LÎsungen von 'g�P�.
Sei nun ` � g������'� fÏr eine Relation '. Dann ist ' � 'Q fÏr einen

Punkt Q der Form Q � g�P�, wobei ` ��P�. Also ist 'Q � 'g�P� �
g�'P� und daher ` g�����'Q�.
Sei umgekehrt ` g����� � angenommen. Dann folgt  � g�'� fÏr

eine Relation ' mit der Eigenschaft ` ���'� und somit ' � 'P fÏr
einen Punkt P, so daÞ ` ��P�. Also ist  � g�'� � g�'P� � 'g�P� �
'Q fÏr ein Q, so daÞ ` g����Q�. Somit ` �g������ �.
Aus Hilfssatz (3.1) folgt Ïbrigens sofort, daÞ g��� � � gleichwertig ist

mit g���� � ��. Denn es ist klar, daÞ dieAbbildung�! �� umkehrbar
ist. Haben nun alle Relationen � 2 R einer Krasnerschen Struktur
S � �A;R� eine Dimension 
 � jAj, so kommen wir durch Ersetzung
vonRdurchR� zu einer Struktur S

� � �A;R�� im Sinnevon Sebastia¬ o e
Silva, die zu S in dem prÌzisen Sinn Ìquivalent ist, daÞ
Aut�S� � Aut�S��.
In Kapitel III fehlte noch ein dem Existenzprinzip von Krasner

entsprechender Satz. Zum Beweis des Existenzprinzips von Krasner
hatte es genÏgt, die Bahn eines bijektiven PunktesP unter der vorgegebe-
nen Gruppe G zu betrachten. Sei also �P die der Bahn entsprechende
Relation:
` �P�Q� dann und nur dann, wennQ � g�P� fÏr ein geeignetes g 2 G.
Dann ist G � Aut �S� fÏr die Krasnersche Struktur S � �A; �P� und

also ist auch G � Aut�S �� fÏr die im Sinne von Sebastia¬ o e Silva de¢-
nierte Struktur S � � �A;� �P�.
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Satz 3 (Existenzprinzip fÏr Strukturen im Sinne von Sebastia¬ o e Sil-
va).2 Zu jeder Untergruppe G � Sym (A) gibt es eine Struktur S im
Sinne von Sebastia¬ o e Silva derart, daÞ G � Aut�S�.

4. Das reelle Kontinuum

SeiA die Menge der reellen Zahlen, � die ternÌre Relation, die fÏr drei
reelle Zahlen a, b, c erfÏllt ist, wenn a < b und b < c oder c < b und b < a.
Wir wollen in diesem Abschnitt die Struktur S � �A; �� betrachten
Seien a, b, c irgendwelche Elemente ausA. Dann tritt genau einer der

folgenden sieben FÌlle ein, wobei die zu Fall i gehÎrige Aussage mit
�i�a; b; c� bezeichnet sei:

` ��a; b; c� ÿ �1�a; b; c�;
` ��b; c; a� ÿ �2�a; b; c�;
` ��c; a; b� ÿ �3�a; b; c�;
a � b; b 6� c ÿ �4�a; b; c�;
a 6� b; b � c ÿ �5�a; b; c�;
a � c; b 6� c ÿ �6�a; b; c�;
a � b; b � c ÿ �7�a; b; c�:

Es ist also zum Beispiel �1�a; b; c� die Aussage ��a; b; c� usw. Wir
bezeichnen mit p�a; b; c� diejenige von diesen sechs Aussagen, die fÏr
dasTripel (a,b,c) zutri¡t.
Die Automorphismen lassen die Relation � invariant. Sie bilden also

Intervalle auf Intervalle ab und die Urbilder von Intervallen unter einem
beliebigen Automorphismus sind Intervalle. Daraus folgt, daÞ die Auto-
morphismen der Struktur S � �A; �� nichts anderes als die stetigen
umkehrbar eindeutigen Abbildungen der MengeA auf sich sind.
Der folgende Hilfssatz gibt ein Kriterium dafÏr an, wann sich zwei

gegebene n-Tupel von Elementen aus A durch einen Automorphismus
der Struktur S � �A; ��, d.h. durch eine stetige bijektive Abbildung
vonA, ineinander ÏberfÏhren lassen. Er lÌÞt sich leicht durch vollstÌn-
dige Induktion nach n beweisen.
(4.1) Sei n � 3. Genau dann lÌÞt sich das n-Tupel a1; a2; . . . ; an durch
einen Automorphismus der Struktur S � �A; �� in das n-Tupel

2 Die zum Beweis angegebenen Strukturen sind etwas kÏnstlich. Nicht so einfachwÌre
es, Strukturen vorgegebener Art, etwa topologische RÌume, projektive Ebenen usw. zu
einer gegebenen Automorphismengruppe zu ¢nden. So war zum Beispiel Sebastia¬ o e
Silva sehr an der von Norbert Wiener stammenden Fragestellung interessiert, zu wel-
chen Untergruppen G der symmetrischen Gruppe Sym (A) es einen topologischen
Raum mit AutomorphismengruppeG gibt.
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b1; b2; . . . ; bn ÏberfÏhren, wenn fÏr jede Kombination i, j, k verschied-
ener Indizes die Aussagen p�ai; aj; ak� und p�bi; bj; bk� Ïbereinstimmen.
Aus (4.1) ergibt sich, daÞ jede n-stellige invariante Relation durch eine

Konjunktion von PrÌdikaten der Form �i�Xi;Xj;Xk� de¢niert werden
kann. Die invarianten Relationen sind also nicht nur elementar ableitbar
sondern sie haben sogar eine besonders einfache Ableitung in der PrÌdi-
katenlogik erster Stufe. Die Struktur S � �A; �� kann somit als Beispiel
dafÏr dienen, daÞ die drei in x1 betrachteten Ableitbarkeitsbegri¡e auch
fÏr andere als endliche Strukturen zusammenfallen kÎnnen.
Als eine weitere Konsequenz aus Hilfssatz (4.1) ergibt sich noch die

folgende Charakterisierung der logisch ableitbaren Funktionen vomTyp
A�A� . . .�A! A:
(4.2) In der Struktur S � �A; �� sind die Funktionen
F�X1;X2; . . . ;Xn� � Xi die einzigen logisch ableitbaren Funkionen
vomTypA�A� . . .�A! A.
NatÏrlich ist damit nichts ausgesagt Ïber mÎgliche logisch ableitbare

FunktionenmitArgumenten odermit einemFunktionswert von hÎherer
Stufe.
Wir wollen uns im folgenden noch kurz mit demProblem der axioma-

tischen Charakerisierung der Struktur S befassen. Die folgenden
EigenschaftenC0^C7 derRelation � sind leicht einzusehen. Sie sind einer
Axiomatisierung der ebenen Euklidischen Geometrie entnommen
(s. Zacharias [27], Seite 19^20):

C0) �9X;Z��:X � Z�
C1) �8X;Y ;Z����X;Y;Z� ! :�X � Y _ Y � Z _ Z � X��
C2) �8X;Y ;Z����X;Y ;Z� ! ��Z;Y;X��
C3) �8X;Z��:X � Z! ��9Y���X;Y ;Z� ^ �9U���X;Z;U���
C4) �8X;Y ;Z��:�X � Y _ Y � Z _ Z � X� !
���X;Y ;Z� � ��Y ;Z;X� � ��Z;X;Y���

Dabei ist P� Q eine AbkÏrzung fÏr die logische Operation
�P ^ :Q� _ �Q ^ :P�. In nicht formalisierter Sprache wÏrde man also
sagen `̀entweder liegtYzwischenXund Z oder Z zwischenYundXoder
X zwischen Z und Y 00.

C5) �8X;Y ;Z;U�����X;Y ;U� ^ ��X;Z;U�� !
�Y � Z� ��X;Z;Y� � ��Y ;Z;U���

C6) �8X;Y ;Z;U������X;Y;U� ^ ��X;Z;Y�� _ ���X;Y;U�^
��Y;Z;U��� ! ��X;Z;U��

C7) �8X;Y ;Z;U������X;Y ;Z� ^ ��X;Y ;U�� !
�Z � U � ��Y ;Z;U� � ��Y ;U;Z��
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Diese Aussagen wÌren auch noch wahr, wenn wir fÏr R die Menge der
rationalen Zahlen oder irgendeinen angeordneten KÎrper einsetzen
und im Ïbrigen die De¢nition von � unverÌndert lassen wÏrden. Sie
genÏgen also nicht zur Charakterisierung der Struktur S.
Um zu einer Charakterisierung der Struktur S zu kommen, liegt es nahe
ein dem Dedekindschen Schnittaxiom entsprechendes Axiom hinzuzu-
fÏgen.

De¢nition. Es seien X,Y, Z einfacheVariable der Stufe 0 und L eine
einstellige PrÌdikatvariable der Stufe 1. Es bezeichne � die Formel:

�8X;Y ;Z���L�X� ^ L�Z� ^ ��X;Y ;Z�� ! L�Y��:
Sie de¢niert eine ableitbare Relation � :� �jL der Stufe 2. Eine ein-

stellige Relation � de¢niert ein Intervall, wenn ` ����:Das Intervall ist
die LÎsungsmenge der einstelligen Relation �. Ferner bezeichne 	 die
Formel:

��L� ^ �9X;Z��L�X� ^ L�Z� ^ ��X;Y ;Z��:
Sie de¢niert eine ableitbare Relation { :� 	jY ;L.Wir nennen p einen

inneren Punkt des durch � de¢nierten Intervalls, wenn ` {�p; ��.
Ein dem Dedekindschen Schnittaxiom entsprechendes Axiom kann in
nicht formalisierter Sprache wie folgt formuliert werden:
SeiU ein Intervall, u ein Element im Innern vonU and v ein Element,

das nicht zuUgehÎrt.Danngibt es zwischen uund veinElementb derart,
daÞ alle Elemente zwischen b und u in U und alle Elemente zwischen b
und v nicht in U liegen.
Formalisiert lautet dieses Axiom:

C8) �8L;X;Z�����L� ^ {�X;L� ^ :L�Z�� !
�9B���8Y�����X;Y ;B��Y�� ^ ���B;Y ;Z� ! :L�Z����:

HÌtten wir fÏr R anstelle der reellen Zahlen irgendeine stetig geord-
neteMenge genommen (zur De¢nition siehe z.B. Lenz [15]) und im Ïbri-
gen die De¢nition von � aus der Anordnung unverÌndert Ïbernommen,
so wÌre auch die Bedingung C8) noch immer erfÏllt. Da es stetig geord-
nete Mengen gibt, die nicht zur Menge der reellen Zahlen ordnungstreu
isomorph sind, so reichen also auchdie BedingungenC0)^C8) noch nicht
aus zur Charakterisierung der Struktur S � �A; ��.
Um zu einem kategorischen System von Axiomen zu kommen, kann

man zum Beispiel noch die Existenz einer abzÌhlbaren dichten Unter-
menge fordern. Bei den gewÎhnlich in den LehrbÏchern der Analysis
angegebenen Axiomensystemen fÏr die reellen Zahlenwird dieNotwen-
digkeit einer solchen Forderung meist dadurch umgangen, daÞ die
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Axiome mindestens noch eine der Addition entsprechende primitive
Relation enthalten. man vergleiche das schÎne und besonders einfache
Axiomensystem vonTarski ([23]), Seite 214). (Jedoch hat unter anderen
Veblen [25] ein Axiomensystem angegeben, das sich nur auf die Anord-
nung als Grundbegri¡ stÏtzt.)
FÏr die Formalisierung unseres letzten Axioms benÎtigen wir eine

Relation ! der Stufe 2, deren LÎsungen den abzÌhlbaren Untermengen
vonA entsprechen.Aufden direktenNachweis, daÞ dieseRelation ableit-
bar ist, wollen wir der KÏrze halber hier verzichten. Sei nun Lwie oben
eine einstellige PrÌdikatvariable der Stufe1und seienX,Y, S gewÎhnliche
Variable der Stufe 0. Unser letztes Axiom kann dannwie folgt formuliert
werden:

C9) �9L��!�L� ^ �8X;Y��X 6� Y ! �9S��L�S� ^ ��X; S;Y����
Es soll nun der Gedankengang noch kurz skizziert werden, der nÎtig

ist, um zu beweisen, daÞ die Axiome C0)^C9) zur Charakterisierung der
reellen Zahlen ausreichen. Man zeigt zuerst, daÞ die Relation � in der
abzÌhlbaren Untermenge, deren Existenz in C9) gefordert wird, die
Axiome C0)^C7) erfÏllt. Als nÌchstes beweist man, daÞ jede solche
abzÌhlbare Menge auf die Menge der rationalen Zahlen bijektiv abgebil-
det werden kann, so daÞ bei dieser Abbildung die Relation � in die
entsprechendemittels<de¢nierteZwischenbeziehungÏbergeht.SchlieÞ-
lich beweist manmit Hilfe des Axioms C8), daÞ die so gewonneneAbbil-
dung auf die gesamte MengeA eindeutig fortgesetzt werden kann.

5. Die reelle Ebene

In diesem Abschnitt wollenwir die durch dieTopologie gegebene Struk-
tur der reellen Ebene betrachten. Es sei alsoA die Punktmenge der reel-
lenEbene.Die folgendeRelation � de¢niert das System derUmgebungen
der Punkte vonA :` ��p; �� fÏr einenPunkt p 2 A und eine einstellige
Relation � der Stufe 1 genau dann, wenn die LÎsungsmenge von � eine
Kreisscheibe mit Mittelpunkt p enthÌlt. Die Struktur, die wir betrachten
wollen, ist also S � �A; ��.
Die im vorigen Abschnitt untersuchte Struktur des reellen Konti-

nuums hatte die folgenden beiden Eigenschaften:

1) alle invarianten Relationen erster Stufe sind bereits im Sinne von
Kapitel I ableitbar,
2) die Struktur ist durch eine einzige Relation der Stufe1de¢niert (nÌm-
lich durch die Zwischenbeziehung).
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Beim Ûbergang von einer zu zwei (oder mehr) Dimensionen bleibt
von diesen beiden Eigenschaften nur die erste erhalten und auch diese
nur in einem trivialen Sinn.Esgibt nÌmlich in dieser Struktur nur triviale
Relationen erster Stufe, die auch in der amorphen Struktur invariant sind.
Dies liegt an folgendem bekannten Satz, von dessen Beweis wir derVoll-
stÌndigkeit halber eine Skizze geben:

Satz 4. Seien A1;A2; . . . ;An und B1;B2; . . . ;Bn je n verschiedene
Punkte der Ebene. Dann gibt es einen HomÎomorphismus, der die
PunkteA1;A2; . . . ;An der Reihe nach auf B1;B2; . . . ;Bn abbildet.

Beweis: Wir denken uns kartesischeKoordinaten eingefÏhrt und betrach-
ten die folgenden n Punkte P1;P2; . . . ;Pi; . . . in einer besonders Ïber-
sichtlichen Lage. P1 liege im Ursprung des Koordinatensystems, die
restlichen Punkte P2; . . . ;Pi seien sÌmtlich Punkte des positiven Halb-
strahls der x-Achse, wobei der jeweils nÌchste vom vorigen den Abstand
eins haben soll. InKoordinaten ausgedrÏcktgilt also: der PunktPi hatdie
Koordinaten �i ÿ 1; 0�.
Es genÏgt nun die folgende Aussage zu beweisen: je n beliebige unter-

einander verschiedene Punkte A1;A2; . . . ;An lassen sich durch einen
HomÎomorphismus der Ebene der Reihe nach auf die Punkte
P1;P2; . . . ;Pn abbilden.
Diese Aussage beweisenwir durch Induktion nach n. Sie ist o¡ensicht-

lich richtig fÏr n � 2. Angenommen, sie sei fÏr ein n � 2 bewiesen.
Dann haben wir zu zeigen, daÞ auch n� 1 untereinander verschiedene
Punkte A1;A2; . . . ;An�1 durch einen HomÎomorphismus auf die
Punkte P1;P2; . . . ;Pn�1 abgebildet werden kÎnnen. Sei also ' ein
HomÎomorphismus, derAi auf Pi abbildet �i � 1; 2; . . . ; n�: Sollte nun
'�Pn�1� auf die x-Achse des Koordinatensystems fallen, so behelfen wir
uns durch folgenden Hilfssatz:
(5.1) Sei K eine Kreisscheibe innerhalb der Ebene E und seien P, Q zwei
Punkte im Innern von K. Dann gibt es einen HomÎomorphismus �, der
P inQ ÏberfÏhrt und alle Punkte auf demRand vonKund auÞerhalbvon
K festlÌÞt.
Wir wÌhlen nun eine Kreisscheibe K mit Mittelpunkt '�Pn�1�

klein genug, daÞ keiner der Punkte P1;P2; . . . ;Pn in das Innere von
K fÌllt. Ferner wÌhlen wir irgendeinen Punkt Q im Innern von K, der
nicht auf der x-Achse liegt. Sei � der HomÎomorphismus, der '�Pn�1�
auf Q abbildet. Dann bildet '� die Punkte A1;A2; . . . ;An auf
P1;P2; . . . ;Pn ab, und das Bild Q des Punktes Pn�1 fÌllt nicht auf die
x-Achse.
Nun lÌÞt sich jeder nicht auf der x-Achse liegende Punkt der Ebene

durch eine a¤ne Abbildung der Form � : �x; y� ! �x� ya21; ya22� (mit
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a22 6� 0) in jeden andern nicht auf derx-Achse liegenden Punkt ÏberfÏh-
ren. Bei dieser Abbildung bleiben alle Punkte der x-Achse fest.Wir kÎn-
nen also erreichen, daÞ das Bild des Punktes An�1 in eine beliebig
gewÌhlte Kreisscheibe mit Mittelpunkt Pn�1 fÌllt. Durch nochmalige
Anwendung des Hilfssatzes a) erreichen wir sogar, daÞ das Bild von
An�1 mit Pn�1 zusammenfÌllt.
Auf den Versuch einer axiomatischen Beschreibung dieser Struktur

wollen wir verzichten. Dem Autor ist keine einfache axiomatische Char-
akterisierung bekannt.3 Wir mÏssen uns also damit begnÏgen, daÞ uns
diese Struktur nach einer der beiden Methoden 3) oder 4) gegeben ist,
wie in Kapitel III, x6 angedeutet. Bei der unter 3) angefÏhrten Methode
wÏrde man von einem Axiomensystem der ebenen Euklidischen Geo-
metrie ausgehend eine Ableitung der Relation � konstruieren. Bei Me-
thode 4) wÏrde man von einer axiomatischen Beschreibung des
KÎrpers der reellen Zahlen ausgehend die MengeA als die Menge aller
Paare �x; y� mit reellen Zahlen x, y als Komponenten de¢nieren und
dann den zur De¢nition der Relation � benÎtigten Begri¡ der
Kreisscheibe nach denMethoden der analytischenGeometrie einfÏhren.
AusSatz 4 folgt noch, daÞ auch keine zuS � �A; �� Ìquivalente Struktur,
d.h. keine Struktur mit gleicher Automorphismengruppe, durch Relatio-
nen der Stufe 1de¢niert werden kann.

6. KÎrpererweiterungen

In denArbeitenvonKrasner und Sebastia¬ o e Silva (s. [14] und [22]) ist die
Anregung durch die GaloisscheTheorie deutlich zu erkennen. Beide
Autoren haben auch in jeweils eigener Weise eine Beziehung ihrer
eigenen neuenTheorie zur GaloisschenTheorie der KÎrpererweiterun-
gen hergestellt. Es ist daher lehrreich, die allgemeineTheorie der Struk-
turen von Sebastia¬ o e Silva am konkreten Beispiel der KÎrperer-
weiterungen zu betrachten.
SeiKeinKÎrper undE ein ErweiterungskÎrper vonK.Wir betrachten

Relationen � und �, welche die Addition und Multiplikation im KÎrper
E beschreiben:
` ��e1; e2; e3� dann und nur dann, wenn e3 � e1 � e2 und
` ��e1; e2; e3� dann und nur dann, wenn e3 � e1�e2.
Die Elemente von K betrachten wir als ausgezeichnete Konstante der

zu untersuchenden Struktur. Die Menge R der zugrundeliegenden

3 Jedoch geht die Charakterisierung der 2-SphÌre anhand des Jordanschen Kurven-
satzes in diese Richtung (vgl. [24] theorem 4.3).
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Relationen fÏr unsere Struktur umfaÞt also die Konstanten c 2 K sowie
die beiden Relationen � und � und weiter nichts.Wir wollen also die
Struktur S � �E; fc : c 2 Kg [ f�; �g� untersuchen.
Es ist leicht zu sehen, daÞ die Automorphismen der Struktur S Ïber-

einstimmen mit den KÎrperautomorphismen von E im herkÎmmlichen
Sinn, welche alle Elemente von K festlassen.
Sei p ein Polynom in n miteinander vertauschbaren Variablen

X1;X2; . . . ;Xn mit Koe¤zienten in K. D.h. p ist ein formaler Ausdruck
der Form�cv�...�X �

1X
�
2 . . .X �

n .Dabei sollen nur endlichvieleKoe¤zien-
ten c��...� auftreten und es wird c��...� 2 K fÏr alle Koe¤zienten voraus-
gesetzt. Zwei Polynome werden als identisch betrachtet, wenn sie in den
nicht verschwindenden Koe¤zienten Ïbereinstimmen. Die Polynome in
X1;X2; . . . ;Xn mit Koe¤zienten in K bilden bekanntlich einen Ring
K�X1;X2; . . . ;Xn�, wenn man sie in naheliegender Weise gemÌÞ der
Formel �c��...;�X�

1X
�
1 . . .X�

n � �c 0��...;�X
�
1X

�
2 . . .X�

n �
��c��...�� c0��...��X�

1X
�
2 . . .X�

n
addiert und unter Anwendung der Regel c��...�X�

1X
�
2 . . .X ��

n

c��...�X�
1X

�
2 . . .X�

n � c��...� c��...�X���
1 X���

2 . . .X���
n

distributiv multipliziert.
Jedem Polynom p � �c��...�X�

1X
�
2 . . .X �

n aus K�X1;X2; . . . ;Xn� lÌÞt
sich auch eine Funktion p : E� E� . . .� E! E zuordnen, wobei
p�a1; a2; . . . ; an� � �c��...�a�1a

�
2 . . . a �n gesetztwird.Dabei kann es durch-

aus vorkommen, daÞ verschiedene Polynome zur selben Funktion fÏh-
ren.
(6.1)Die einem beliebigen Polynom p 2 K�X1;X2; . . . ;Xn� zugeordnete
Funktion ist stets in der Struktur S logisch ableitbar.

Beweis: Es ist also zu zeigen, daÞ durch die Festsetzung
` ��a1; a2; . . . ; an; a� dann und nur dann, wenn a � p�a1; a2; . . . ; an�
eine ableitbare Relation � de¢niert wird.
Es ist aber vielleicht instruktiver, dies nicht direkt zu zeigen, sondern

den Beweis durch Induktion nach dem Aufbau der Polynome unter Aus-
nutzungder inKapitel III bewiesenenEigenschaften der logischenFunk-
tionen zu fÏhren.ZunÌchst ist fÏr Polynome, in denenkeine derVariablen
wirklich vorkommt, die zugehÎrige Funktion eine Konstante c ausKund
somit nach Hilfssatz III, (5.2) logisch ableitbar. Ebenso sind nach III,
(5.3) die den Polynomen der Form p � Xi entsprechenden Funktionen
p�a1; a2; . . . ; an� � ai logisch ableitbar.
Sei nun dieAussage fÏr irgendwelche Polynomep und q bereits bewie-

sen. BezeichnenAundM die durch die Relationen � bzw. � gegebenen
logisch ableitbaren Funktionen, so ergibt sich durch mehrmalige Funk-
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tionskomposition, daÞA�M�p;Xi�; q� logisch ableitbar ist. Dies ist aber,
wie man leicht sieht, die dem Polynom pXi � q zugeordnete Funktion.
Es ist nun klar, daÞ auf dieseWeise alle Polynome aufgebaut werden kÎn-
nen, und somit folgt die Behauptung.
Wir nennen das Tupel (a1; a2; . . . ; an) mit ai 2 E eine Nullstelle des

Polynoms p, wenn p�a1; a2; . . . ; an� � 0.
(6.2) FÏr jedes Polynom p 2 K�X1;X2; . . . ;Xn� ist auch die Relation �
ableitbar, welche genau fÏr alle Nullstellen �a1; a2; . . . ; an� von p erfÏllt
ist 4.

Beweis: � lÌÞt sichmitHilfe der imBeweisvon (6.1) eingefÏhrtenRelation
� definieren durch die Formel ��X1;X2; . . . ;Xn; 0�. Da � durch (6.1)
als ableitbar erwiesen ist, muÞ auch � ableitbar sein.

Erweiterungen endlichen Grades

Der ErweiterungskÎrper E lÌÞt sich alsVektorraum Ïber dem KÎrper K
betrachten. Die Dimension von E alsVektorraum Ïber K heiÞt der Grad
von E Ïber Kund wird durch (E : K) bezeichnet.Wir wollen im folgen-
den nurden Fall betrachten, daÞ derGradvonEÏberKendlich ist.Dann
sind alle Elemente a 2 E algebraisch Ïber K, d.h. sie genÏgen einer
algebraischen Gleichung am � cmÿ1amÿ1 � � � � � c0 � 0. Denn sonst
wÌren ja die Elemente a, a2, a3; . . . linear unabhÌngig und der GradwÌre
unendlich.
Ist der Grad von E endlich, so bildet zum Beispiel jede Basis von E

Ïber K ein endliches Erzeugendensystem von E im konventionellen
Sinn. Es ist aber auch leicht zu sehen, daÞ jedes Erzeugendensystem
im konventionellen Sinne auch ein Erzeugendensystem der Struktur S
im Sinn von Sebastia¬ o e Silva ist. Also hat die Struktur S ein endliches
Erzeugendensystem bestehend aus Elementen der Stufe 0.Wir denken
uns von jetzt an ein solches Erzeugendensystem a1; a2; . . . ; an fest
gewÌhlt.
Die Polynome p, fÏr welche p�a1; a2; . . . ; an� � 0, bilden im Polynom-

ring K�X1;X2; . . . ;Xn� ein Ideal J. Sei nun  J die Relation mit der
De¢nition:

4 Es ist nicht schwer zu beweisen, daÞ die Relation � und die im Beweis von (6.1) ein-
gefÏhrte Relation � sogar elementar ableitbar sind. Es genÏgt diese Eigenschaft fÏr � zu
beweisen. Man geht induktiv nach der Anzahl der Variablen vor. FÏr konstante Poly-
nome ist die Aussage trivial. Im Induktionsschritt ordnet man die zur De¢nition eines
Polynoms in der letztenVariablen nÎtigen Rechenoperationen nach dem Hornerschen
Schema.Man sieht auf dieseWeise, wie sich die Relation � durch die Relationen� und�
und die Koe¤zienten des Polynoms ausdrÏcken lÌÞt.
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`  J�b1; b2; . . . ; bn� dann und nur dann, wenn p�b1; b2; . . . ; bn� � 0 fÏr
alle p 2 J.
Wir werden sehen, daÞ  J die nach III, Satz 2 eindeutig bestimmte

irreduzible Relation  ist mit `  �a1; a2; . . . ; an�. ZunÌchst ist  J als
Durchschnitt einer Menge von ableitbaren Relationen tatsÌchlich ableit-
bar und hat auch dasTupel �a1; a2; . . . ; an� als LÎsung. Es bleibt aber noch
zu zeigen, daÞ  J irreduzibel ist.Wir zeigen zunÌchst:
(6.3) Die Abbildung p�X1;X2; . . . ;Xn� ! p�a1; a2; . . . ; an�, welche
jedem Polynom p aus K�X1;X2; . . . ;Xn� seinen Wert an der Stelle
a1; a2; . . . ; an zuordnet, ist ein Ringhomomorphismus von
K�X1;X2; . . . ;Xn� auf den KÎrperE.
Beweis: JedeUmformung, die mit Polynomen, also formalenAusdrÏcken
in X1; . . . ;Xn mÎglich ist, lÌÞt sich in analoger Weise als Rechnung
mit den entsprechenden AusdrÏcken in a1; . . . ; an, also den Werten
an der Stelle a1; . . . ; an, vornehmen. Daher ist die Abbildung
p�X1;X2; . . . ;Xn� ! p�a1; a2; . . . ; an� ein Ringhomomorphismus in
den KÎrper E. Es bleibt aber noch zu beweisen, daÞ die Abbildung
erschÎpfend ist.
Um das einzusehen, betrachten wir ein Element b 6� 0 der Form

b � p�a1; a2; . . . ; an�. Es genÏgt einer algebraischen Gleichung
bm � cmÿ1bmÿ1 � � � � � c0 � 0. IstderGradm dieserGleichungminimal,
so folgt c0 6� 0 und ÿbÿ1 � 1=c0bmÿ1 � cmÿ1=c0bmÿ2 � � � � � c1=c0. Es
ergibt sich also, daÞ das inverse Element zu b ebenfalls unter den Bildele-
menten der betrachteten Abbildung vorkommt. Daher ist der Unterring
aller Elemente der Form p�a1; a2; . . . ; an� einUnterkÎrper vonE, und da
dieser UnterkÎrper die Erzeugenden a1; a2; . . . ; an enthÌlt ist er gleichE.
(6.4)Das Ideal J ist ein maximales Ideal von K�X1;X2 . . . ;Xn�.

Beweis: Jedes J umfassende Ideal I erscheint im Quotientenring
K�X1;X2 . . . ;Xn�=J als ein Ideal I=J.Weil aberK�X1;X2 . . . ;Xn�=J iso-
morph zumKÎrperE ist, gibt es nur die beidenMÎglichkeiten I � J und
I � K�X1;X2 . . . ;Xn�.
(6.5) Wenn p�b1; b2; . . . ; bn� � 0 fÏr alle p 2 J und wenn
q�b1; b2; . . . ; bn� � 0, so folgt q 2 J.

Beweis: Die Polynome q mit Nullstelle b1; b2; . . . ; bn bilden ein Ideal I,
welches nachVoraussetzung J umfaÞt. Da es Polynome gibt, welche
b1; b2; . . . ; bn nicht als Nullstelle haben, zumBeispiel die konstanten Poly-
nome, folgt I � J.
Ein n-Tupel b1; b2; . . . ; bn, fÏr welches wie in der Voraussetzung des

vorigen Hilfssatzes p�b1; b2; . . . ; bn� � 0 fÏr alle p 2 J, wollen wir eine
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Nullstelle des Ideals J nennen. Im nÌchsten Hilfssatz werden wir den
erstenHauptsatz vonSebastia¬ o e Silva in derkonkretgegebenenSituation
gewissermaÞen nachzeichnen.
(6.6) Die Nullstellen des Ideals J entsprechen in umkehrbar eindeutiger
Weise den Automorphismen des KÎrpers K, welche alle Elemente von
K festlassen. Und zwar ist fÏr jede Nullstelle b1; b2; . . . ; bn die Abbildung
p�a1; a2; . . . ; an� ! p�b1; b2; . . . ; bn� ein solcher Automorphismus des
KÎrpers E und es gibt keine weiteren.

Beweis: Sei b1; b2; . . . ; bn eine Nullstelle des Ideals J. FÏr ein beliebiges
Polynom p sind nach Hilfssatz e) die Aussagen p�b1; b2; . . . ; bn� � 0
und p�a1; a2; . . . ; an� � 0 gleichwertig. Ist also p�a1; a2; . . . ; an� �
p1�a1; a2; . . . ; an� fÏr zwei Polynome p und p1, so folgt
p�b1; b2; . . . ; bn� � p1�b1; b2; . . . ; bn�. Die angegebene Abbildungsvor-
schrift ist also wohlde¢niert. Es ist nun leicht einzusehen, daÞ bei der
gegebenen Abbildungsvorschrift Summen und Produkte erhalten blei-
ben und daÞ alle Elemente c desUnterkÎrpersK auf sich selbst abgebildet
werden. Die durch dieVorschrift gegebene Abbildung ist also ein Ring-
homomorphismus. Da nicht alle Elemente von E auf 0 abgebildet
werden, ist die Abbildung sogar ein KÎrperisomorphismus. Da der
BildkÎrper denselben Grad Ïber K haben muÞ wie E, ist er gleich E,
und wir haben den erstenTeil der Behauptung bewiesen.
DaÞ es keine anderen KÎrperautomorphismenvonE geben kann, die

alle Elemente von K festlassen, folgt daraus, daÞ jeder solche KÎrperau-
tomorphismus die Nullstelle a1; a2; . . . ; an des Ideals J auf eine andere
Nullstelle b1; b2; . . . ; bn von J abbildet.
Da die KÎrperautomorphismen von E, welche alle Elemente

von K festlassen, mit den Automorphismen der Struktur S �
�E; fc : c 2 Kg [ f�; �g� Ïbereinstimmen, ist nun auch klar, daÞ die
LÎsungen der oben eingefÏhrten irreduziblen Relation genau dieNull-
stellen des Ideals J sind. Also sind  und  J gleich.
(6.7) Der Graph der irreduziblen Relation  mit `  �a1; a2; . . . ; an� ist
identisch mit der Menge der in En vorhandenen Nullstellen des Ideals J.
Es sollen nun noch die irreduziblen Relationen fÏrTupel a1; a2; . . . ; am

untersucht werden, welche E nicht erzeugen. Nach dem zweiten Haupt-
satz von Sebasti~ao e Silva ist der Graph einer solchen irreduziblen Rela-
tion ' ebenfalls eine Bahn der Automorphismengruppe. Die Elemente
a1; a2; . . . ; am erzeugen einen ZwischenkÎrper B, so daÞ K � B � E.
FÏr die LÎsungen der Relation', die innerhalb B liegen, gilt eine Ìhn-

liche Beschreibungwie unter (6.7), d.h. sie sindNullstellen eines maxima-
len Ideals J1, fÏr welchesK�X1;X2; . . . ;Xn�=J1 isomorph ist zuB. Jedoch
kann die Automorphismengruppe den ZwischenkÎrper B noch in wei-
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tere ZwischenkÎrper B1;B2; . . . transformieren. Dabei werden LÎsungen
der Relation ' in LÎsungen der Relation ' transformiert und Nullstellen
des Ideals J1 in Nullstellen des Ideals J1. Also besteht der Graph von '
nun ebenfalls nur aus Nullstellen des Ideals J1. Es ist aber damit nicht
bewiesen,daÞerauchalle inEnvorkommendenNullstellenvonJ1 enthÌlt.
Betrachten wir eine beliebige Nullstelle b1; b2; . . . ; bm, die einen

ZwischenkÎrper B1 erzeuge. Wenn q�b1; b2; . . . ; bm� � 0 fÏr ein
Polynom q, so folgt q 2 J1, da J1 maximal ist. Daraus erschlieÞt man
Ìhnlich wie oben im Beweis von (6.6), daÞ die Abbildung
p�a1; a2; . . . ; am� ! p�b1; b2; . . . ; bm� ein Isomorphismus des Zwischen-
kÎrpers B auf den ZwischenkÎrpers B1 ist, unter welchem alle Elemente
von K festbleiben. Es kommt nun darauf an, ob sich dieser Isomorphis-
mus zu einem Automorphismus fortsetzen lÌÞt, d.h. ob es ein Element
der Automorphismengruppe gibt, welches diesen Isomorphismus
induziert. Ist das der Fall, so ist die betrachtete Nullstelle ein Element
der Bahn desTupels (a1; a2; . . . ; am) und also auch LÎsung der irreduzi-
blen Relation '.
Insgesamt habenwir folgende Aussage bewiesen:
(6.8) FÏr die Erweiterung E gelte die folgende Annahme: Jeder KÎrper-
isomorphismus eines ZwischenkÎrpers B auf einen ZwischenkÎrper B1,
bei welchem alle Elemente von K festbleiben, lÌÞt sich zu einem Auto-
morphismus von E fortsetzen.
Dann besteht der Graph der irreduziblen Relation ' (und natÏrlich

ebenso die Bahn desTupels �a1; a2; . . . ; am� unter der Automorphismen-
gruppe)ausallen inEnvorhandenenNullstelleneinesmaximalenIdealsJ1.

DaÞ die unter (6.8) gemachte Annahme nicht immer erfÏllt ist, zeigt
das sehr einfache Beispiel des ErweiterungskÎrpers E � Q�21=4�, wobei
Q denKÎrper der rationalen Zahlen bezeichnet. ImKÎrperEgibt es den
ZwischenkÎrperB � Q�21=2�. DieserKÎrper hat einenAutomorphismus
' : 21=2 ! ÿ21=2, der sich inE nicht fortsetzen lÌÞt.DerGrunddafÏr ist
der, daÞ durch die Erweiterung von B das Element 21=2 zu einem Quad-
rat geworden ist, wÌhrend das Elementÿ21=2 nachwie vor einNichtqua-
drat geblieben ist. Erst,wennwirE noch durch dieweitereWurzel i � 21=4
der irreduziblen Gleichung X4 ÿ 2 � 0 erweitern, wird auch das Ele-
ment ÿ21=2 ein Quadrat und in der erweiterten Erweiterung
Q�21=4; i � 21=4� lÌÞt sich ' fortsetzen.

7. Ableitbarkeit von Automorphismen
In diesem Abschnitt betrachten wir die Automorphismengruppe Aut(S)
einer beliebigen Struktur S � �A;R�.Wir werden zunÌchst sehen, daÞ
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der Begri¡ ,,Automorphismus̀` selbst sich durch eine ableitbare Relation
der Stufe 2 ausdrÏcken lÌÞt. Das eigentliche Ziel dieses Abschnitts ist
jedoch eine Behandlung der Fragestellung 3 aus Kapitel I, x3. Die dort
gestellte Frage 3 lautete: ,,Welche Relationen ÏberG � Aut�S� lassen sich
allein mit logischen Mitteln aus den gegebenen Relationen und aus der
angenommenen Kenntnis der Wirkung der Gruppenelemente auf die
Elemente vonA ableiten ?`̀ Wir werden sehen, daÞ diese Fragestellung
in derTheorie von Sebastia¬ o e Silva ihre natÏrliche Antwort ¢ndet. Es
wird sich nÌmlich zeigen, daÞ die unter allen inneren Automorphismen
invarianten Relationen Ïber Aut(S ) genau die Ïber Aut (S ) de¢nierten
ausR ableitbaren Relationen sind.5

Unterziehen wir nun zunÌchst den Begri¡ der bijektiven Abbildung
einer genaueren Analyse. Dazu betrachten wir die folgende Formel B:

�8X;X1;X2���T�X;X1� ^ T�X;X2�� ! X1 � X2�^
�8X;X1;X2���T�X1;X� ^ T�X2;X�� ! X1 � X2�^
�8X��9X1��T�X;X1��^
�8X1��9X��T�X;X1��

Dabei seien X, X1, X2 gewÎhnlicheVariable der Stufe 0 und T sei eine
PrÌdikatvariable der Stufe 1. Die Formel drÏckt aus, daÞ Teine bijektive
Abbildung A! A vermittelt. Setzen wir also � : BjT, so ist ` ��'�
gleichbedeutend damit, daÞ ' eine bijektive Abbildung vermittelt.Wir
bezeichnen der Deutlichkeit halber diese Abbildung mit f'. Dann gilt
f'�a� � b genau dann, wenn ` '�a; b�.
FÏr eine Abbildung g : A! A bezeichnen wir der Deutlichkeit hal-

ber mit g1; g2; . . . die in den Relationenmengen R1�A�;R2�A�; . . . der
Stufen 1, 2, usw. induzierten Abbildungen. Ist die Abbildung in relatio-
naler Form durch eine Relation' gegeben, soverwendenwir die entspre-
chenden Bezeichnungen '1; '2; . . . fÏr die Relationen, welche die in
R1�A�;R2�A� usw. induzierten Abbildungen darstellen. Der Begri¡
der induzierten Abbildung kann durch eine ableitbare Relation de¢niert
werden:
(7.1) FÏr i � 1; 2; . . . sei �i die Relation mit der Eigenschaft
` �i�';  � dann und nur dann, wenn ` ��'� und � 'i. Die Relation
�i ist in jeder Struktur ableitbar.

Beweis: Wir setzen ' � '0 und betrachten noch die zusÌtzliche triviale
Relation �0 mit
` �0�';  � dann und nur dann, wenn ` ��'� und  � '0.

5 FÏr endliche Strukturenwird diese Fragestellung auch in [20] behandelt.
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Wir beweisen nun durch Induktion nach i, daÞ die Relation �i ableit-
bar ist. FÏr �0 ist das klar. Angenommen die Behauptung sei also bereits
fÏr�i bewiesen.Es ist zu zeigen, daÞunter dieserVoraussetzung�i�1 eine
ableitbare Relation ist.
ZunÌchst ist fÏr einstellige Relationen 1; 2 der Stufe i � 1 die Aus-

sage ` 'i�1�1; 2� Ìquivalent mit der folgenden Aussage Ïber 1 und
2:

�8X;Y��2�Y� � �9Z���i�';Z� ^ Z�X;Y� ^ 1�X���:
Sei also �1 die Formel:

�8X;Y��V�Y� � �9Z���i�S;Z� ^ Z�X;Y� ^ U�X���
Sei �1 :� �1jS;U;V . FÏr einstellige Relationen 1; 2 der Stufe i � 1 folgt
also ` 'i�1�1; 2� dann und nur dann, wenn ` �1�'; 1; 2�.
FÏr zweistellige Relationen der Stufe i � 1 von einem gegebenenTyp

t � �n;m�mit i � 1 � max�n;m� gibt es eine Ìhnliche Formel �t :

�8X1;X2;Y1;Y2��V�Y1;Y2� �
�9Z1;Z2���n�S;Z1� ^ �m�S;Z2� ^ Z1�X1;Y1�
^ Z2�X2;Y2� ^ U�X1;X2���

Mit �t :� �tjS;U;V gilt dann fÏr Relationen 1; 2 vomTyp t die Øquiva-
lenz:
` 'i�1�1; 2� dann und nur dann, wenn ` �t�'; 1; 2�.
Øhnlich gibt es fÏr jeden Typ t � �n1; n2; . . . ; ns� mit

max �n1; n2; . . . ns� � i � 1 eine ableitbare Relation �t, so daÞ die obige
Øquivalenz fÏr alle 1; 2 vomTyp t gegeben ist.
Ferner ist die Relation � ableitbar, deren LÎsungen gerade die oben

betrachteten Relationen �t sind. Betrachten wir nun folgende Formel �:
�9L����L� ^ L�S;U;V��

Mit � :� �jS;U;V folgt nun fÏr beliebige 1; 2 der Stufe i � 1:
` 'i�1�1; 2� dann und nur dann, wenn ` ��'; 1; 2�.
Wir bilden die Formel P:

�8U;V����S;U;V� � Si�1�U;V��
und es ergibt sich �i�1 :� PjS;Si�1 .
Damit ist (7.1) bewiesen.

De¢nition 1. Wir nennen eine n-stellige Relation ' mit n� 2 in der
n-ten Stelle funktional, wenn es fÏr ein beliebiges (nÿ 1)-Tupel
�1; �2; . . . ; �nÿ1 von zulÌssigenArgumentengenau einElement�n gibt,
so daÞ ` '��1; �2; . . . ; �n�.
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Wir bezeichnen in diesem Fall die durch �n � f ��1; �2; . . . ; �nÿ1�
de¢nierte Funktion mit f' und betrachten die Elemente ' und f' als
identisch, nur in der Notation verschieden.Wir bezeichnen die Zuord-
nung '! f' mit idrelÿfu, um anzudeuten, daÞ es sich um die identische
Abbildung und den gleichzeitigen Ûbergang von der relationalen in die
funktionale Schreibweise handelt.

De¢nition 2. Ist f : A�A� � � � �A! A eine beliebige r-stellige
Funktionundistg 2 Sym�A�,soistg f gÿ1mitg f gÿ1 �X1;X2; . . . ;Xr� �
g� f �gÿ1�X1�; gÿ1�X2�; . . . ; gÿ1�Xr��� eine ebensolche Funktion.Wir
bezeichnen mit �g die Abbildung f ! g f gÿ1.
(7.2) Sei die s-stellige Relation ' der Stufe 1 im letzten Argument funk-
tional und sei g 2 Sym�A�. Dann gilt g f'gÿ1 � fg�'�. Mit andern
Worten ist das folgende Diagramm kommutativ:

idrelÿfu
' ÿÿÿÿ! f '
j j
# # �g
j j

g�'� ÿÿÿÿ! fg�'� � g f'gÿ1

idrelÿfu
Beweis: Wir zeigen zuerst, daÞ mit ' auch g�'� im letzten Argument
funktional ist. Seien also b1; b2; . . . ; bsÿ1 beliebige Elemente ausA. Seien
die Elemente a1; a2; . . . ; asÿ1 in A bestimmt durch b1 � g�a1�,
b2 � g�a2�; . . . ; bsÿ1 � g�asÿ1�. Ist as das Element, so daÞ
` '�a1; a2; . . . ; as�, oder as � f'�a1; a2; . . . ; asÿ1� in funktionaler
Schreibweise, so ist bs � g�as� auch das einzige Element, so daÞ
` g�'��b1; b2; . . . ; bsÿ1; bs�. Also ist g�'� funktional im letzten Argu-
ment. In funktionaler Schreibweise ist also bs � fg�'��b1; b2; . . . ; bsÿ1�.
Weiter ergibt sich bs � g�as� � g� f'�a1; a2; . . . ; asÿ1�� �
g� f'� gÿ1�b1�; gÿ1�b2�; . . . ; gÿ1�bsÿ1��� �
g fgÿ1 �b1; . . . ; bsÿ1�. Also gilt fg�'� � g f'gÿ1.
Wir haben oben gezeigt, daÞ der Begri¡ `̀ bijektive Abbildung''durch

eine ableitbare Relation de¢niert werden kann. Es gilt sogar:

Satz 5) Der Begri¡ `̀Automorphismus der Struktur S'' lÌÞt sich durch
eine ableitbare Relation de¢nieren. Genauer gesagt ist die Relation �
mit folgender De¢nition ableitbar:
` ��'� dann und nur dann, wenn f' 2 Aut�S�.
Ferner lÌÞt sich auch fÏr jede Stufe p durch eine ableitbare Relation

angeben, ob eine bijektive Abbildung der Menge Rp�A� durch einen
Automorphismus induziert ist.
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Beweis. Nach dem zweiten Hauptsatz von Sebastia¬ o e Silva genÏgt
es zu zeigen, daÞ die Relation � unter allen Automorphismen
der Struktur S invariant bleibt. Ein Automorphismus g 2 Aut�S�
bildet eine beliebige LÎsung ' der Relation � ab auf g�'�, was nach dem
vorigen Lemma in funktionaler Schreibweise nichts anderes ist
als fg�'� � g f'gÿ1. Bekanntlich ist aber mit f' 2 Aut�S� und g 2 Aut�S�
auch g f'gÿ1 2 Aut�S�, d.h. aus ` ��'� folgt ` ��g�'��.
Wird umgekehrt ` ��g�'�� vorausgesetzt, so folgt g f'gÿ1 2 Aut�S�.

Dann ist auch f' in Aut(S) und somit ` ��'�. Damit ist bewiesen, daÞ
die Relation � unter allen Automorphismen der Struktur S invariant
bleibt.
Der letzte Teil des Satzes ist eine einfache Konsequenz aus Hilfssatz

(7.1).
Als eine weitere Folgerung aus Hilfssatz (7.2) ergibt sich nun auch die

Antwort auf die Fragestellung 3) aus Kapitel I, x3:

Satz 6. Eine beliebige Relation � ÏberG � Aut�S� ist genau dann ableit-
bar, wenn � unter allen inneren Automorphismen von G invariant ist.

De¢nition 3. Mit Tn�A� sei die Menge aller n-stelligen Funktionen
f : A�A� � � � �A! A bezeichnet.

Satz 7. Eine beliebige Ïber Tn�A� de¢nierte Relation � ist genau dann
ableitbar, wenn sie gegen Konjugation mit beliebigen Automorphismen
g 2 Aut�S� invariant ist.
Wir wollen zu Satz 6 noch zwei Beispiele betrachten.

Cauchys KriteriumfÏrdie Konjugiertheit von Permutationen

Wir betrachten die amorphe Struktur S � (A; Ò) und ein Element
g 2 Aut�S� � Sym�A�.
Seien nun z1�g�; z2�g�; . . . nacheinander die Anzahlen der Zyklen der

LÌnge 1; 2; . . . und sei z1�g� dieAnzahl der unendlichen Zyklen der Per-
mutation g. Es wird dabei nicht vorausgesetzt, daÞ diese Anzahlen end-
lich seien. EskÎnnen auchunendlicheKardinalzahlen sein.OhneBeweis
sei der folgende Satz von Cauchy [6] hier angefÏhrt.

Satz 8 (Cauchy). Zwei Permutationen h1 und h2 aus Sym (X) sind kon-
jugiert, d.h. es gibt ein g " Sym (X), so daÞ h1 � g h2 gÿ1 genau dann,
wenn z1�h1� � z1�h2�, z2�h1� � z2�h2�; . . . und z1�h1� � z1�h2�.

DaÞ das in diesem Satz ausgesprochene Kriterium zur Beschreibung
der Konjugiertenklassen ein Beispiel zu Satz 6 ist, bedarf noch einer
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BegrÏndung. Im endlichen Fall lÌÞt sich das Kriterium des Stazes in
jedem konkreten Fall durch ein PrÌdikat ausdrÏcken. Sei zum Beispiel
angenommen, daÞ fÏr die relational geschriebene Abbildung ' genau
zwei Zyklen der LÌnge drei existieren:

�9X1;X2;X3;Y1;Y2;Y3��'�X1;X2� ^ '�X2;X3� ^ '�X3;X1�^
'�Y1;Y2� ^ '�Y2;Y3� ^ '�Y3;Y1� ^ :X1 � X2 ^ � � � ^
:X1 � Y3 ^ � � � ^ :Y2 � Y3^
�8Z1;Z2;Z3���'�Z1;Z2� ^ '�Z2;Z3� ^ '�Z3;Z1�^
:Z1 � Z2 ^ :Z1 � Z3 ^ :Z2 � Z3� !
�Z1 � X1 _ Z1 � X2 _ � � � _ Z1 � Y3���:

Falls fÏr irgendeine endliche LÌnge unendlich viele Zyklen vorkom-
men oder falls unendliche Zyklen vorkommen, muÞ man anders vorge-
hen. Man muÞ dann letztlich die vorkommenden Kardinalzahlen z1, z2,
usw. als ableitbare Relationen einfÏhren.Wir wollen darauf nicht nÌher
eingehen.

Die Konjugiertenklassen der Galoisgruppe einer endlichen normalen KÎrpererweiterung

Wie in x6 betrachtenwir eine endliche ErweiterungE desGrundkÎrpers
K.Wir wollen zusÌtzlich voraussetzen, daÞ E eine normale Erweiterung
von K ist. Dies bedeutet, daÞ es auÞer den Elementen von K keine wei-
teren Elemente in E gibt, die unter allen Automorphismen festbleiben.
Die Automorphismengruppe heiÞt in diesem Fall Galoisgruppe von E
ÏberK. Nach einembekanntenKriterium istEgenau dann eine normale
Erweiterung von K, wenn E der ZerfÌllungskÎrper eines separablen
Polynoms f 2 K�X� ist (vgl. Artin [2]).
Die Ordnung der Galoisgruppe G ist endlich und gleich dem

Grad (E:K). Da nach dem Hauptsatz der GaloisschenTheorie die Unter-
gruppen von G in einer umkehrbar eindeutigen Beziehung zu den
ZwischenkÎrpern B stehen, gibt es nur endlich viele KÎrper B zwischen
K und E. Nach einem weiteren bekannten Satz (vgl. [2], Seite 44) ist
daher E eine einfache Erweiterung, d.h. E wird durch ein einziges
Element erzeugt.Wir kÎnnen demnach ein Element a wÌhlen, so daÞ
E � K�a�.
Sei f das irreduzible Polynom Ïber Kmit Nullstelle a und um der Ein-

deutigkeit willen mit fÏhrendem Koe¤zienten 1. Sei � die Relation, fÏr
welche ` ��b� dann und nur dann, wenn f �b� � 0. Das durch die
Nullstelle a bestimmte Ideal J ist in diesem Falle gleich f � K�X�. Nach
Hilfssatz x6, g) ist daher � die irreduzible ableitbare Relation mit ` ��a�
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und der Graph von � ist die Bahn des Elementes a unter der Galois-
gruppe. Die GaloisgruppeGwirkt auf der Bahn des Elementes a regulÌr,
d.h. zu jeder Nullstelle b des Polynoms f gibt es genau ein g 2 G, so daÞ
b � g�a�.
Betrachten wir nun ein beliebiges Element h 2 G. Die Bahn des

geordneten Paares �a; h�a�� unter G besteht aus den Paaren der Form
�g�a�; gh�a��, wobei g die Gruppe G durchlÌuft. FÏr b � g�a� ist also das
Paar �b; g hgÿ1�b�� ein Element der Bahn. Ist �b; g1hg ÿ11 �b�� ebenfalls ein
ElementderBahn,so folgt g1hg ÿ11 �g�a�� � g h�a�undsomitg1hg ÿ11 g � g h
d.h. g1hg ÿ11 � g hgÿ1.
Wie in in x6 kÎnnenwir nun das Ideal Jÿ1 von K�X1;X2� betrachten,

das durch dieNullstelle �a; h�a�� bestimmt ist. Die sÌmtlichenNullstellen
dieses Ideals bilden nun gerade die Bahn des Paars �a; h�a�� und somit
auch denGraphen der irreduziblen ableitbarenRelation�mitderLÎsung
�a; h�a��. Bezeichnen wir noch wie in Hilfssatz c) mit � die ableitbare
Relation, welche dem Begri¡ des Automorphismus entspricht. Dann
kÎnnenwir folgende Formel � betrachten:

�9U;V����U� ^X�U;V� ^ ��U;V� ^ ��X��
Wenn � :� �jX fÏr ein Element' erfÏlt ist, so gibt es Elemente b, c2E,
so daÞ die Aussage ��b� ^ '�b; c� ^ ��b; c� ^ ��'� wahr ist.Wegen der
Konjunktion mit ��b� ist b Nullstelle des Polynoms f, also f �b� � 0 .
Wegen der Konjunktion mit ��'� ist ' ein Automorphismus (in relatio-
naler Schreibweise).Wegen der Konjunktion mit ��b; c� ist c � g hgÿ1 fÏr
ein passendes Element g der Galoisgruppe und somit ist g hgÿ1 � f'.
Ist umgekehrt ' ein zu h konjugiertes Element der Galoisgruppe, d.h.

f' � g hgÿ1 fÏr ein passendes g, so setzen wir b � g�a�, c � f'�b�. Dann
ist ��b� ^ '�b; c� ^ ��b; c� ^ ��'� eine wahre Aussage, also ist auch
�9U;V����U� ^ '�U;V� ^ ��U;V� ^ ��'�� wahr, d.h. ` ��'�.
Also de¢niert � die Konjugiertenklasse Elementes h.
Wir haben folgendes Resultat:

Satz 9. Jede Konjugiertenklasse C der Galoisgruppe G lÌÞt sich durch
eine ableitbare Relation � :� �jX beschreiben. Dabei hat die Formel �
die Gestalt

�9U;V����U� ^X�U;V� ^ ��U;V� ^ ��X��;

die Relation � ist bestimmt durch die Nullstellen des Polynoms f und die
Relation � durch die gemeinsamenNullstellen der Polynome eines maxi-
malen Ideals J in K�X1;X2�.
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Nach dem Hilbertschen Bassissatz genÏgen Ïbrigens endlich viele
Polynome zur De¢nition der Relation �. Denn es gibt Polynome
f1; f2; . . . fs 2 K�X1;X2�, die J erzeugen, so daÞ also jedes Polynom
p 2 J die Form f1q1 � f2q2 � � � � � fsqs hat mit q1; q2; . . . ; qs 2 K�X1;
X2�. Daraus ergibt sich noch, daÞ die Relation � nicht nur ableitbar ist
sondern sogar elementar ableitbar6.

8. Eine alternative Charakterisierung
der logisch ableitbaren Funktionen

In diesemAbschnitt soll gezeigt werden, daÞ sich die logisch ableitba-
ren Funktionen auch durch die inKapitel III, x5 bewiesenenEigenschaf-
ten (5.2)^ (5.5) charakterisieren lassen. Dabei wird sich sogar
herausstellen, daÞ von den in (5.4) aufgezÌhlten unÌren Operationen die
Komplementbildung nicht benÎtigt wird.

De¢nition. Sei S eine Menge von Funktionen
F : Rt1�Rt2 � � � � � Rtn ! Rt, so daÞ fÏr jedes n � 1 und jedeKom-

bination t1; t2; . . . ; tn; t folgende Bedingungen (8.1)^(8.4) erfÏllt sind:
(8.1) Sei ' eine beliebige aus R ableitbare Relation oder ein aus R ableit-
bares Element. Dann ist die konstante Funktion F�U1;U2; . . . ;Un� � '
in der Menge S enthalten
(8.2) Jede Funktion F�U1;U2; . . . ;Un� � Ui ist in der Menge S enthal-
ten.
(8.3) SeiF : Rt1 � Rt2 � . . .� Rtn ! Rt in derMenge S enthalten, sei S
die Stellenzahl des Ergebnisses von F und seien U1;U2; . . . ;UnVariable
desTyps t1; t2; . . . ; tn. Dann sind die folgenden Funktionen

i� G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�";
ii� G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�#;
iii� G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�sÿ1;
iv� G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un�s�1; p;
v� G�U1;U2; . . . ;Un� � F�U1;U2; . . . ;Un��

6 Hierzu benÎtigt man allerdings in (6.2) die elementareAbleitbarkeit (vgl. Anmerkung
4).
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ebenfalls in S enthalten. Dabei ist fÏr die Bedingungen ii) ^v) natÏrlich
vorausgesetzt, daÞ das Funkionsergebnis von F mindestens die Stufe 1
hat, daÞ also s>0. Bei ii) ist zusÌtzlich vorausgesetzt, daÞ das Element
F�'1; '2; . . . ; 'n�# fÏr alle zulÌssigen Substitutionen U1 ! '1,
U2 ! '2; . . . ;Un ! 'n existiert.
(8.4) Seien F1�U1;U2; . . . ;Un� und F2�U1;U2; . . . ;Un� Funktionen der
Menge S vom gleichen Argumenttyp, deren Ergebnis den gleichenTyp
6� 0 hat. Dann gehÎrt die Funktion

G�U1;U2; . . . ;Un� � F1�U1;U2; . . . ;Un� \ F2�U1;U2; . . . ;Un�
ebenfalls zur Menge S.

Satz 10. Jede Menge S mit den Eigenschaften (8.1) ^ (8.4) enthÌlt alle
logisch ableitbaren Funktionen.

Beweis: Sei F eine beliebige logisch ableitbare Funktion. Es ist zu zeigen,
daÞ F 2 S.Wir betrachten zuerst den Fall, daÞ das Ergebnis eine Stufe
> 0 hat.
Der Funktion F entspricht eine ableitbare Relation � derart, daÞ
` ���1; �2; . . .�n; '� gleichwertig ist mit ' � F��1; �2; . . .�n�. Seien
nun Y1; . . . ;Yn und X1; . . . ;Xn PrÌdikatvariable, die zu den Argumen-
ten der Funktion F passen und sei Z eine zum Ergebnis von F passende
PrÌdikatvariable. Ferner seien U1; . . . ;Us Variable, die zum Typ t des
Funktionsergebnisses passen.
Die folgenden konstanten Funktionen

G�Y1; . . . ;Yn� � �
M�Y1; . . . ;Yn� � �t :� Z�U1; . . . ;Us�jZ;U1;...;Us

sind logisch ableitbar und gehÎren beide zur Menge S.
Ferner seiFi�Y1; . . . ;Yn��Yi und Ii�Y1; . . . ;Yn��Fi�Y1; . . . ;Yn�".

Das Ergebnis der Funktion Ii ist eine einstellige Relation und
` Ii��1; . . . ; �n���� dann und nur dann, wenn �i � �.
Auchdie Funktionen Ii sind logisch ableitbar und sie gehÎren ebenfalls

der Menge S an.
Mit den Funktionen G,M und Ii�i � 1; . . . ; n� fÏhren wir nun Oper-

ationen entsprechend (8.3) und (8.4) durch, die uns nicht aus derMenge S
hinausfÏhren werden. ZunÌchst erhalten wir durch Erweiterung aus G
eine Funktion G �, deren Ergebnis die Argumente X1; . . . ;Xn;Z;
U1; . . . ;Us zulÌÞt. Durch Erweiterung und Umstellung der Argumente
erreichenwir dasselbe bei Funktionen Ii andM. Die so erhaltenen Funk-
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tionen seien mit I�i undM
� bezeichnet.

G���1; . . . ; �n� :� ���X1; . . . ;Xn;Z� ^ U1 � U1 ^ . . .^
Us � Us�jX1;...;Xn;Z;U1;...;Us

;

I�1 ��1; . . . ; �n� :� ��1 � X1 ^X2 � X2 ^ . . . ^ Z � Z^
U1 � U1 ^ . . . ^ Us � Us�jX1;...;Xn;Z;U1;...;Us

;

. . .

I�n ��1; . . . ; �n� :� �X1 � X1 ^ . . . ^ �n � Xn ^ Z � Z^
U1 � U1 ^ . . . ^ Us � Us�jX1;...;Xn;Z;U1;...;Us

;

M���1; . . . ; �n� :� �X1 � X1 ^ . . . ^Xn

� Xn ^ Z�U1; . . . ;Us�jX1;...;Xn;Z;U1;...;Us
:

Durch Anwendung von (8.4) erhalten wir eine neue Funktion
H��Y1; . . . ;Yn� �

G��Y1; . . . ;Yn� \ I�1 �Y1; . . .Yn� \ . . .

\ I�n �Y1; . . . ;Yn� \M��Y1; . . . ;Yn�:
Das Ergebnis H���; . . . ; �n� ist eine Relation, welche der folgenden

Formel entspricht:

���X1; . . . ;Xn;Z� ^ U1 � U1 ^ . . .Us � Us�^
��1 � X1 ^X2 � X2 ^ . . . ^ Z � Z ^ U1 � U1 ^ . . . ^ Us � Us�^
. . .

�X1 � X1 ^ . . . ^ �n � Xn ^ Z � Z ^ U1 � U1 ^ . . . ^ Us � Us�^
�X1 � X1 ^ . . . ^Xn � Xn ^ Z�U1; . . . ;Us�:
Durch Weglassen Ïber£Ïssiger Konjunktionsglieder sieht man, daÞ

H���1; . . . ; �n� :�
��X1; . . . ;Xn;Z� ^ �1 � X1 ^ . . .�n

� Xn ^ Z�U1; . . . ;Us�jX1;...Xn;Z;U1;...;Us
:

Aus H� erhalten wir nun wieder durch Umstellen der Argumente im
Funktionsergebnis unddurch Projektion die FunktionH��1; . . . ; �n� :�

�9Z;X1; . . . ;Xn����X1; . . . ;Xn;Z� ^ �1 � X1 ^ . . .�n

� Xn ^ Z�U1; . . . ;Us��jU1;...;Us
:
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Es ist nun klar, daÞH��1; . . . ; �n� � F��1; . . . ; �n�. Damit ist bewie-
sen, daÞ F 2 S.
Nunbleibt noch der Fall zubetrachten, daÞ das Funktionsergebnis von

Fdie Stufe 0 hat.Danngilt nachdembisher bewiesenenF" 2 Sund nach
(8.3.ii) folgt F � F"# 2 S.
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[14] MarcKrasner,Unegënëralisationde la notionde corps. J.Math.pure et appl. (Liou-

villeJournal) 17 (1938), 367^385.
[15] Hanfried Lenz,Grundlagen der Elementarmathematik.VEBDeutscherVerlag der

Wissenschaften, Berlin 1967.
[16] B. I. Plotkin, Groups of automorphisms of algebraic systems (translated by K. A.

Hirsch).Wolters-Noordho¡ Publishing 1972, Groningen.
[17] ReinhardPÎschel,LewA.Kalu�znin,FunktionenundRelationenalgebren.1979,VEB

DeutscherVerlag derWissenschaften (oder BirkhÌuser Basel).

Ûber einen Satz von Krasnerö 2.Teil 115



[18] B. A. Romov, Ïber die Formeldarstellung von PrÌdikaten auf endlichen Modellen.
(Russisch: O formul'nosti predikatov na konje�cnych modeljach.) Kibernetika 1
(1972), 41^42.

[19] BertrandRussell,Mathematical logicasbasedonthe theoryoftypes.AmericanJour-
nal of Mathematics 30, 1908, 222-262.

[20] Adolf Schleiermacher, On a theorem of Marc Krasner about Invariant Relations,
European Conference on IterationTheory (ECIT 91), p. 230^240.
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