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Ûber Dirichletsche Randwertprobleme bei
partiellen Di¡erentialgleichungen, diemit
Schwingungsgleichungenverwandt sind

Von

E. Hlawka
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am19. Juni 1997

durch das w. M. Edmund Hlawka

Einleitung

Bekanntlich kann man bei der Di¡erentialgleichung

@ 2u
@x2

c2 � @
2u

@t 2

nur fÏr diex-Variable Randbedingungenvorgeben, nicht abergleichzeitig
fÏr die Zeitvariable t. An sich kÎnnte man die Rollen von x und t
vertauschen, aber es ist im allgemeinen nicht Ïblich, fÏr die Zeit Rand-
bedingungen vorzuschreiben. Tut man dies aber doch, so nennt man
solche Probleme ,ill posed problems .̀ Solche Probleme bei den Schwin-
gungsgleichungen bezeichnet man heute als Dirichletprobleme bei
hyperbolischen Gleichungen. Ûber diese Probleme wurde ver-
schiedentlich gearbeitet, so von A. Huber, Du¤n, Hornich, Fox und
Pucci ([1]). BezÏglich der Arbeiten von Hornich verweise ich auf [2]. Bei
allen diesen Artikeln werden SÌtze aus derTheorie der diophantischen
Approximationen benÏtzt, vor allen wird ein Satz von Hardy und
Littlewood Ïber die Approximationen einer Irrationalzahl benÏtzt.
Diesen Satz habe ich vor lÌngerer Zeit auf die Approximationen von
mehreren Irrationalzahlen verallgemeinert ([3] und [4]). Die genaue



Formulierungdiese Satzes siehe [3], x2,Hilfssatz, wird abergleichwieder-
holt werden.
Es sei m � 1 eine natÏrliche Zahl.Weiters sei Em derm-dimensionale

Vektorraum. Unter dem Skalarprodukt hahi zweierVektoren
a � �a1; . . . ; am� und

h � �h1; . . . ; hm�
verstehenwir

hahi � a1h1 � � � � � amhm:

Imweiteren ist h immer ein Gitterpunkt, d.h. ein Punkt mit ganzzahli-
gen Koordinaten. Es bedeute

khk � Max �jh1j; . . . ; jhmj�:
Weiters sei

R�h� �
Ym
i�1

Max �1; jhij�

und

khahik � Min �jhahi � hm�1j�;
wobei sich das Minimum Ïber alle ganzen Zahlen hm�1 erstreckt:

khahik � 1
2
:

Wir betrachten nun m Irrationalzahlen a1; . . . ; am; die folgende Bedin-
gungen erfÏllen. Es gibt positive Zahlen � und c, so daÞ fÏr alle ganzen
Zahlen h1; . . . ; hm; h � �h1; . . . ; hm� 6� �0; . . . ; 0�; hm�1; stets

�R�h��� � jh1�1 � � � � � hm�m � hm�1j � c �1�
ist.Wir sagen kurz

�R�h��� � khahik � c:

Wir sagen a ist vomTypus� (es genÏgt in unseremZusammenhangdie
Existenz von � und c). Es seien nun � � 2 und j positive reelle Zahlen,
wobei � > � � j, dann besagt der bereits zitierte Hilfssatz in x2 in der
ersten der genannten Arbeiten des Autors, daÞ die ReiheX 1

�R�h���khahik j �2�

konvergiert, wenn sich die Summation Ïber alle Gittervektoren h 6�
�0; . . . ; 0� erstreckt.

218 E. Hlawka



Wir sagen, a � �a1; . . . ; as� ist vom Charakter �, wenn es ein c1 gibt,
sodaÞ fÏr alle ganzen h1; . . . ; hm�1 gilt

khk�jh1a1 � � � � � hmam � hm�1j � c:

Es ist dann a vomTypus m�, da

�R�h��m > khk:

Notationen

ZunÌchst setzenwir stets e��� � e i��i � ������ÿ1p �:Weiters sei

qk;l�t� � hkai � l k � �k1; . . . ; km�:
�kj; l durchlaufen alle ganzen Zahlen, wenn nichts anderes bemerkt
wird.) Ck;l sind reelle Zahlen, wobei k und l ganze Zahlen und nicht
gleichzeitig Null sind. Ferner sei

hbkxi � b1k1x1 � � � � � bmkmxm �1�
hak2i � a1k

2
1 � � � � � amk

2
m �2�

a
@

@x

� �
� a1

@

@x1
� � � � � am

@

@xm

a @
@x


 � j
bedeutet den j-ten iterierten Di¡erentialoperator.Weiter sei

D � @

@t
� a

@

@x

� �
;

undD j bedeutet den iterierten Operator. Es ist

� � @ 2

@x2
1
� � � � � @ 2

@x2
s

des Laplacesche Ausdruck, � j ist der iterierte Ausdruck (wir werden ihn
nur fÏr j � 2 benÎtigen)

& � �ÿ @ 2

@t 2

xx1
Wir behandeln die partielle lineare Di¡entialgleichung

g�x; t� � @s
@t
�
Xm
i�1

�i
@s
@xi

; �I�
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kurz

ds � @s
@t

dt � a
@s
@xj

dxj

� �
� g�x; t�dt

mit

g�x; t� �
X

Ck; l e�hkxi � l�:
Wir setzen jetzt voraus, daÞ a � �a1; . . . ; am� die Bedingungen am

Ende der Einleitung erfÏllt und

jCk;l j � C
R�k��l 2 ;

wobei � > �; vergleiche das Ende der Einleitung.
Die ,,Welle`̀

S�x; t� �
X

Ck;l
e�hkxi � l�

qk;l�t�
ist LÎsung, wie man sofort nachrechnet. Zur Bezeichnung von qk;l�t�
siehe unter ,,Notationen`̀.
Ist jetzt ��x; t� eine stetig di¡erenzierbare Funktion in x �
�x1; . . . ;xm� und t, so ist

S� ��xÿ �t; t� �II�
die allgemeine LÎsung der partiellen Di¡erentialgleichung (I ).
ZurWelle S gehÎren die Strahlen (Charakteristiken)

x�t� � �x1�t�; . . . ;xm�t�� � �t � c � ��1t � c1; . . . ; �mt � cm�;
wo die �j Konstante sind, welche dem System

@xj
@t
� �j

genÏgen.Wir setzen

Pj � @s
@xj

und

Pk�t� � Pk�x�t��;
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wo x�t� ein Strahl ist. Es ist
@Pj

@t
� @ 2s
@t@xj

�
X
k

@ 2s
@xj @xk

� @xj
@t

� @ 2s
@t@xj

� @

@xj

Xs
k�1

@s
@xk

�k

 !

� @ 2s
@t@xj

� @

@xj
g�x; t� ÿ @s

@t

� �
;

�III�

also ist
@Pj

@t
� @g
@xj

: �IV�

Bei dieser Rechnung haben wir nur die Di¡erentialgleichung (I) und
@xj
@t � �j verwendet.
Weiters ist fÏr z � s�x�t�; t�

@z
@t
� @s
@t
� �

@s
@x

� �
� g�x; t�:

Damit habenwir das volle System der Charakteristiken aufgestellt und die
LÎsungen existieren nach unserenVoraussetzungen und nach dem Satz
am Ende der Einleitung.
Weiters sie

L�x; _x; t� � hP; _xÿ �i � g�x; t�
und

H�x;P� � ha;Pi ÿ g�x; t�;
wo P � � p1; . . . ; pm� zunÌchst unabhÌngigeVariable sind.
Es ist

ds � @s
@t

dt �
X @s

@xj
dxj;

also

@s
@t
� ÿ a;

@s
@x

� �
� g�x� �

X
Pk dx � hP; _xÿ �i � g�x� � L�x; _x; t�:

Es ist also �t1
t0

L�x; _x; dt� � s�x�t1�; t1� ÿ s�x�t0�; t0�:
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Das Integral hÌngt also nicht vomWeg, sondern nur von den End-
punkten ab.
Weiters ist

H � L � hp; _xi und Pj � @L
@ _xj

und, wie man sofort nach (III) und (IV) sieht,

dxk
dt
� @H
@Pk

sowie
dPk

dt
� ÿ @H

@xk
� @g
@xk

;

also ist H die Hamilton-Funktion und L die Lagrange-Funktion zu
unserer Di¡erentialgleichung (I).
Wir kommen also zu einem ausgeartetenVariationsproblem.
Ist j eine natÏrlicheZahl, so betrachtenwir die iterierteDi¡erentialglei-

chungD j�s� � g; wo g diesselbe Funktion ist wie vorher. Dann ist

s �
X

Ck;l
e�hkxi � l�
qk; l�t� j

wieder eine LÎsung, wenn

jCk;l j � C
R�k��l 2 ;

wo � > j�;wie man sofort nachrechnet.
Betrachten wir noch

@s
@t
� �;

@

@x

� �2

s � g;

wo gwie vorher de¢niert ist, aber l nur die natÏrlichen Zahlen durchlÌuft.
Dann ist, wie man sofort durch Nachrechnen sieht,

s �
XCk;l

l
1
qk;l
ÿ 1
qk;ÿl

� �
eine LÎsung, wenn die Ungleichung

Ck;l � C
R�k��l 2

erfÏllt ist.
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xx2
Wir behandeln nun

& � � ÿ @
2 

@t 2
� g�x; t�

mit

g�x; t� �
X

Dk;l e�hkbxi � lt�;
wobei vorausgesetzt ist, daÞ b2j � aj ist fÏr j � 1; . . . ; s und die aj die
Bedingungen des Satzes am Ende der Einleitung erfÏllen.
Diese Funktion g ist periodisch in t mit der Periode 2� und in der xi

periodisch mit der Periode 2�
bj
:

EineLÎsungder inhomogenenGleichung (I)wird nungegeben durch

��x; t� �
X
k;l

Dk;l
e�hkbxi � lt�
hk2ai ÿ l 2

;

wobei, wie man sofort durch Nachrechnen zeigt, die Reihe konvergiert,
wenn dieDk;l dem Betrage nach

jDk;l j � d
R�k2��l 2

erfÏllen, wo � > �:
H. Hornich hat den Fall m � 1 in seiner bereits eingangs zitierten

Arbeit [3] nach einer anderen Methode mit Hilfe des Satzes von H. D.
Littlewood behandelt, die sich allerdings nicht auf den Fall s > 1 Ïber-
tragen lÌÞt.
Betrachten wir jetzt z.B. den Fall s � 3 und die vier Funktionen

g0; g1; g2; g3; wobei

g j�x; t� �
X

D� j�k;l e�hkbxi � lt�;
wobei aber

l �D�0�k;l �
X3
j�1

kjD
� j�
k;l :

Betrachten wir die zugehÎrigen Funktionen �� j�; j � 0; . . . ; 3; so
erfÏllen dieVektorenE � �E1;E2;E3� undH � �H1;H2;H3� mit

Ej � @�0
@xj
ÿ @�j
@t

; j � 1; 2; 3;
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und

H1 � @�2
@x3
ÿ @�3
@x2

H2 � @�3
@x1
ÿ @�1
@x3

H3 � @�1
@x2
ÿ @�2
@x1

die Maxwellschen Gleichungen

divE � d0 � � �Ladungsdichte�; divH � 0

rot E� @H
@t
� 0; rot H � @E

@t
� j;

wobei j � ÿ� g1; g2; g3� die Stromdichte ist. Dabei bedeutet die vorher-
gehende Beziehung fÏr dieD, daÞ die KontinuitÌtsgleichung

@�

@t
� div j � 0 �Lorenzbedingung�

erfÏllt ist.
Wir haben damit also ein periodisches elektromagnetisches Feld mit

den Perioden 2�
b1
; 2�b2 ;

2�
b3
in x1;x2;x3 und periodisch in der Zeit t mit der

Periode 2� konstruiert.
Betrachten wir die inhomogeneWÌrmeleitungsgleichung

@T
@t
ÿ�T � g�x; t�;

wo g�x; t� wie vorher de¢niert ist, so erhalten wir sofort als periodische
LÎsung

T � ÿ
X

Dk;l
e�hkbxi � lt
hk2ai ÿ l

:

Betrachten wir die inhomogene Plattengleichung

@ 2T
@t 2
ÿ��T � g�x; t�;

so erhaltenwir als LÎsung

��x; t� �
X

Dk; l
e�hkbxi � lt�
�hk2ai�2 ÿ l2

:

Es ist

1

�hk2ai�2 ÿ l2
� 1
hk2ai ÿ l

ÿ 1
hk2ai � l

� �
1
2 l
;
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sodaÞ der Satz am Ende der Einleitung anwendbar ist.Wir nehmen na-
tÏrlich (wie immer) an, daÞ l 6� 0 ist.

xx3
Wir gehen nun zum HÎhepunkt der Untersuchungen Ïber.Wir betrach-
ten nun das Dirichlet-Problem

@ 2�

@t 2r
� @

2�

@x2
r

f�ur r � 1; . . . ; s: �1�

Der Fall r � 1 wurde, wie schon in der Einleitung hervorgehoben,
von verschiedenen Autoren behandelt.
Wir schreiben nun kurz

t � �t1; . . . ; ts� x � �x1; . . . ;xs�: �2�
Mehrzeitige Theorien wurden vor allem vom Physiker P. M. Dirac

behandelt. Auch andere Autoren haben sich damit beschÌftigt. Die
Entwicklungen, die jetzt angestellt werden sollen, wurden durch diese
Untersuchungen inspiriert.
Wir fÏhren zunÌchst ,,Oszillatoreǹ `

Qk�t� � sin�hkti
sin�hkai �3�

ein, wo awieder dieVoraussetzungen des Satzes am Ende der Einleitung
erfÏllt. Mit

Q̂k�t� � 1ÿ Qk�t� �4�
ist

Qk�0� � 0 Qk�a� � 1

bzw.

Q̂k�0� � 1 Q̂ k�a� � 0:

Die Oszillatoren sind periodisch mit der Periode 2 in jeder Zeitkoordi-
nate tj.
Weiters gilt noch

@ 2Qk

@t 2j
� ��kj�2Qk � 0: �5�

Das gilt trivialerweise auch fÏr die Q̂ k:
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Es ist

jsin�hkaij � sin��hkai� � 2khkaik
�

;

also

jQkj � 1
2
�hkai�:

Es seien nunweiter l Funktionen in k und x

U �1��k;x�; . . . ;U�l��k;x� �6�
gegeben, wo ausnahmsweise der Indexkgleich k1; . . . ; km im Funktions-
zeichen erscheint, also ausfÏhrlich geschrieben

U� j��k1; . . . ; km;x1; . . . ;xm�: �60�
Wennwir das System

@ 2 �

@t 2j
� C 2

1 @
2 �@x2

j

haben, so ist hkti durch hkt 0 i zu ersetzen, wo t 0 � �c1t1; . . . ; csts� ist.
Diese Funktionen seien in jeder Raumkoordinate xj periodisch mit

der Periode 2 und erfÏllen die Gleichung

@ 2U
@x2

r
� ��kr�2U � 0 �7�

Beispiel 1. l � s;U�r��k;x� � sin�krxr oder l � 1; U�k;x� � sin
�k1x1 . . . sin�ksxs (eingespannte Saite).

Beispiel 2. l � s; U�r��k;x� � cos bkrxr (stehendeWelle).
Wir bilden nun die Funktionen

U�x; t� �
X
k

Qk

Xl
r�1

C�r�k U�r� �k;x� mit jC �r�k j �
C

R�k�� �8�

und

V�x; t� �
X
k

Q̂k

Xl
r�1

D�r�k U�r��k;x� mit jD�r�k j �
D

R�k�� ; �8
0�

wobei in beiden FÌllen � > � gelte.
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Der Satz am Ende der Einleitung kann nach den vorhergehenden
Ûberlegungen angewendet werden.
Wir bezeichnen mit

W�t;x� � U�t;x� �V�t;x�: �9�
Wir stellen sofort folgendes fest:Die FunktionenU;V;W erfÏllen das

System der Di¡erentialgleichungen x3 �1�; es ist
U�0;x� � 0; U�a;x� � B�x� �

X
k;r

C�r�k U�r��k;x�; �10�

die FunktionVerfÏllt an der Stelle t � 0V�a;x� � 0 und

V�0;x� � A�x� �
X
k

D�r�k U�r��k;x�; �11�

also erfÏllt die Funktion W�x; t� an der Stelle t � 0 A�x� und an der
Stelle t � a B�x�.
Weiters sind die Funktionen U;V;W sowohl in der Zeitkoordinate

als auch in den Raumkoordinaten periodisch mit der Periode 2. Damit
erfÏllt also die Funktion die vorgeschriebeneRandbedingung in derZeit.
Jetzt kÎnnen wir fÏr die Raumfunktion U�r�k �x� Randbedingungen

vorschreiben: z.B. daÞ fÏr die Funktion U �r�k
1. alle Uk an den Stellen x0 verschwinden, wo die Koordinaten von

x0 � 0 oder 1 sind (eingespannte Saite)

2. die partiellen Ableitungen
@U�r�k
@xj

an der Stellen x0 � 0 sind (stehende
Welle).
Wir kÎnnen uns noch mit einem gewissen Spielraum die Funktionen

B (x) und A(x) vorgeben, indem wir sie nach Fourierschen Reihen
entwickeln, die allerdings noch denVoraussetzungen Ïber die Ck und
Bk entsprechen mÏssen.
Wir erhalten neue LÎsungen unseres Systems (1), wennwir dieLorenz-

transformation anwenden

xj �
x 0j ÿ vjt 0j�������������
1ÿ v2j

q tj �
ÿvjx 0j � t 0j�������������

1ÿ v2j
q ; �12�

wobei die Lichtgeschwindigkeit c als Einheit genommen ist und die
Geschwindigkeit 0 � vj < 1 sind.
Die Randbedingungen werden auch transformiert, so lautet z.B. jetzt

die Randbedingung fÏr xj � 0

x 0j � vjt
0
j �Fall1�: �13�
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Kehrenwir zu den Koordinaten xjtj zurÏck, so kÎnnenwir in diesen s
Welten x1; t1; . . . ;xs; ts elektromagnetische Felder einfÏhren, wobei das
elektromagnetische FeldEj3 gegeben ist durch

Es 3 � ÿ
@W
@ts

das magnetische Feld durch Hs 2 �
@W
@xs

: �14�

Wir wollen noch den Fall der Batemangruppe betrachten

xk � yk
y2k ÿ � 2k

� 1
2

1
yk ÿ �k �

1
yk � �k

� �
tk � �k

y2k ÿ � 2k
� 1
2

1
yk ÿ �k ÿ

1
yk � �k

� �
fÏr k � 1; . . . ; s:
Man erhÌlt nach einiger Rechnung

@ 2u
@x2

k
ÿ @

2u
@t 2k
� � y2k ÿ � 2k�2

@ 2u
@y2k
ÿ @

2u
@� 2k

� �
:

Es ist also

u�x; t� � u�x1; t1; . . . ;xs; ts�

� u
y1

y21 ÿ � 21
;

�1
y21 ÿ � 21

; . . . ;
ys

y2s ÿ � 2s
;

�s
y2s ÿ � 2s

� �
� u 0�x1; �1; . . . ; ys; �s� � �u 0 y; ��;

wenn u�x; t� eine LÎsung des Systems (8), (8') ist. So ist u 0�x; �� eine
LÎsung des transformierten Systems

@ 2u 0� y; ��
@y2k

� @
2 u 0� y; ��
@� 2k

an den Stellen y2k 6� � 2k fÏr k � 1; . . . ; s:
Man kann die bisherigen LÎsungen, die von x1; . . . ;xs abhÌngen, auf-

blasen, so daÞ sie LÎsungen derWellengleichung

�ju � @
2u

@� 2j
� @ 2u
@� 2j
� @

2u
@� 2j
� @

2u
@t 2j

fÏr j � 1; . . . ; s werden.Wir benÏtzen orthogonale Transformationen
O1; . . . ;Os; wobei

Oj �
O j

11 O j
12 O j

13

O j
21 O j

22 O j
23

O j
31 O j

32 O j
33

24 35:

228 E. Hlawka



DieTransformationen lauten dann

xj
yj
z j

24 35 � Oj

� j
� j
� j

24 35:
Wir erhalten dann LÎsungen von der GestaltX

k1;...;ks

sin �k1t1 � � � � � ksts�
sin �k1�1 � � � � � ks�s�R�k�

Ys
j�1

sin� �o j
11� j � o j

12� j � o j
13� j�:

Es wird nÌmlich

�ju � ��o j
11�2 � �o j

12�2 � o j
13�2�

@u
@x2

j
;

also

�u � @ 2u
@x2

j
:

Es kommen aber dazu auch Gleichungen fÏr i 6� j

@ 2u
@� i@� j

� @ 2u
@� i@� j

� @ 2u
@� i @� j

� 0:

Wir betrachten nun das Produkt D der Drehungen D1; . . . ;Dk; . . . ;
Ds in den RÌumen R1 � �x1; y1; z1�; . . . ;Rs � �xs; ys; zs�; wobei Dk
die Drehung in Rk:

xk � � k cos �k � � k sin �k
yk � ÿ� k sin �k � � k cos �k
zk � � k

��k ist der Drehwinkel von Dk� und die Spiegelung D� � D�1 . . .D�s im
Rk; wobeiD�k:

xk � � k cos �k � � k sin �k
yk � ÿ� k sin �k � � k cos �k
zk � �k

:
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Es seiW�x; t� �W�x1; t1; . . . ;xs; ts� eine der LÎsungen, wie wir sie
vorher betrachtet haben.Wir setzen nun

W��1; t1; . . . ; �s; ts� �W��1 cos �1 � �1 sin �1; t1; . . . ; �s cos �s
� �s sin �s; ts�

W ���1; t1; . . . ; �s; ts� �W�ÿ�1 cos �1 � �1 sin �1; t1; . . . ;

ÿ �s cos �s � �s sin �s; ts�:
Wir setzen weiter

W1
k � ÿsin �kW��1; t1; . . . ; �s; ts�; W 2

k � cos �kW��1; t1; . . . ; �s; ts�;
dann betrachten wir dieVektoren im Rk

~Ek � �W 1
k;W

2
k; 0�

~Hk � �0; 0;W�;
bzw.

~E�k � �ÿsin �kW �; cos �kW �; 0�
~H �k � �0; 0;W ��:

Sie sind LÎsungen der Maxwellschen Gleichung.
Es ist also fÏr �1 � �2 � �3 � 0

~Ek � ~E�k � �ÿ2 sin �kW; 0; 0�
~Hk � ~H �k � �0; 0; 2W �;

wo

W ��1; t1; . . . ; �s; ts� �W��1 sin �1; . . . ; �s sin �s; ts�:
Wir kÎnnen auch in jeder dieser Welten schwache Gravitationsfelder

einfÏhren, indem wir die linearisierten Einsteinschen Feldgleichungen
hernehmen mit dem Ansatz

glm � �lm � 2 lm

(vergleiche das Buch von R. Sexl undUrbantke Ïber allgemeine Relativi-
tÌtstheorie), wobei die  lm nur von x und t abhÌngen und solcheW-Rei-
hen sind, wiewir sie de¢niert haben. Nur mÏssen dann die Koe¤zienten
C undD noch zusÌtzliche Indizes l und m tragen.
Diese sWelten und ihre Felder sind verbunden durch jene Koe¤zien-

ten Ck und Dk, bei denen mindestens zwei Indizes kr und ks von 0
verschieden sind, die allerdings beliebig klein gewÌhlt werden kÎnnen,
sodaÞ dieseWelten sehr wenig voneinander wissen. Im Extremfall, daÞ
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solche Koe¤zienten 0 sind, sind die sWelten voneinander getrennt und
wissen nichts voneinander.Trotzdemkann jemand, der diese sWeltenvon
auÞen ansieht, sie gleichzeitig betrachten, indem er sie zu einer Zeit
T � t1 � � � � � ts ansieht.
Man kann auch ohne Aufblasen LÎsungen, welche �1; �1; �1; . . . ; �s;

�s; �s enthalten, aufstellen.
Es seien vj�� j; � j; � j� fÏr j � 1; . . . ; s LÎsungen der Helmholtzgle-

ichungen

� j v j � k2
j v j � 0;

wo �j der Laplaceoperator in denVariablen � j; � j; � j ist, dann ist

u��1; �1; �1; t1; . . . ; �s; �s; �s; ts�

�
X
k

ck
sin� hk�ct ÿ ��i
R��k� sin�hk�i v1��1; �1; �1�; . . . ; vs��s; �s; �s�;

wobei der Vektor k�ct ÿ �� fÏr j � 1; . . . ; s die Komponenten
kj�ctj ÿ �j� hat.
Es ist u LÎsung des Systems � j � 1; . . . ; s�

c 2j � ju � @
2u
@t 2j

:

Die GrundlÎsung der j-ten Helmholtzgleichung ist bekanntlich

vj � e ikjvj

rj
;

wo rj � �� 2j � � 2j � � 2j �
1
2 ist. Mit ihr kann man bekanntlich weitere

LÎsungen der Helmholtzgleichung erhalten.
Es erfÏllt u an der Stelle

t1 � a1
c1
; . . . ; ts � as

cs

die Randbedingung u � 0:
Kehrenwir zum Fall (9) zurÏck und setzen fÏr alle j

tj � �jt � j;
so ist

Ŵ�t� �W�x1; �1t � 1; . . . ; �st � s�
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LÎsung von

d 2Ŵ�t�
dt 2

�
Xs
i;j�1

@ 2W
@ti @tj

�i�j:

Da
@ 2W
@ti @tj

� @ 2W
@xi@xj

;

so ist

d 2Ŵ�t�
dt 2

�
X
i;j

@ 2W
@xi @xj

�i�j:

Nehmenwir fÏr alle j
�j � cj;

so ist

d 2Ŵ�t�
dt 2

�
X
i;j

@ 2W
@xi @xj

cicj:

Wenn die �1; . . . ; �s linear unabhÌngig mod 1 sind, so liegt die Bahn
��1; . . . ; �s�t mod 1 imWÏrfel 0 � t1 < 1; . . . ; 0 � ts < 1 Ïberall dicht,
ja sogar gleichverteilt.
Der Fall, daÞ dies fÏr die Geschwindigkeiten c1; . . . ; cs gilt, ist beson-

ders interessant.
Das kÎnnte man alles noch weiter diskutieren. Allerdings erhÌlt man,

wenn man die Koordinaten xi und xj vertauscht, im allgemeinen ein
neuesGleichungssystemmit neuenLÎsungen. Also sind das Gleichungs-
system und seine LÎsungen nicht invariant gegenÏber derVertauschung
der Indizes der x oder der t allein.
Das fÏhrt uns zu einer neuen Ûberlegung, die wir nun in x4 behan-

deln.

xx4
Wir behalten die Bezeichnungenvon x3 bei.Wir wollen jetzt die Funktio-
nen Ur�k;x�; ausfÏhrlich geschrieben U�r��k1; . . . ; km;x1; . . . ;xm�;
symmetrisieren:
Ist Pk�ki1 ; . . . ; kim� eine Permutation von k � �k1; . . . ; km�; so bilden

wir

~U�r��k;x� � 1
m!

X
P

U�r��Pk;x�;
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wo sich die Summe Ïber alle Permutationen P erstreckt. Ist z.B.

U�r��k;x� � sin�krxr;

dann ist

~U�r��k;x� � 1
m

Xm
j�1

sin�kjxj:

Diese ~U erfÏllen natÏrlich auch die Randbedingungen in x.Wir kon-
struieren die zugehÎrigen Funktionen U;V;W; indemwir die U durch
~U ersetzen und erhalten die Funktionen ~U; ~V; ~W: Diese Funktionen
genÏgen jetzt der Di¡entialgleichung

�x ~W � �t ~W;

ausfÏhrlich geschrieben

@ 2 ~W
@x2

1
� � � � � @

2 ~W
@x2

s
� @

2 ~W
@t 21
� � � � � @

2 ~W
@t 2s

: �I�

Das gleiche gilt natÏrlich fÏr ~U und ~V.
Man nennt solche Gleichungen ultrahyperbolische Di¡erentialgle-

ichungen. Es sei verwiesen auf Kap.6, x7 in [5], insbesondere auf die dort
zitierte Arbeit von F. John, der den Fall s � 2 ausfÏhrlich behandelt. Er
betrachtet aber nicht unsere ,,Schlangenfunktioneǹ .̀
Diese Gleichungen sind schon nach der Konstruktion invariant nicht

nur gegenÏber der Lorenztransformation, sondern der gesamten Poin-
carëtransformation, wozu natÏrlich auch die orthogonalen Transforma-
tionen gehÎren.
Jetzt erhÌlt man bei Vertauschung von zwei Zeiten ti und tj wieder

eine LÎsung von (1). Man kann sogar die LÎsungen stetig ineinander
ÏberfÏhren, wenn man z.B. folgende Drehung mit dem Drehwinkel '
einfÏhrt:

ti � t 0i cos'� t 0j sin'

tj � t 0i sin'� t 0j cos':

FÏr ' � 0 erhÌlt man z.B. t 0i � ti; fÏr ' � �
2 wird ti � t 0j; fÏr ' � �

wird t 0i � ÿti;man ist also in seine eigeneVergangenheit zurÏckgekehrt.
FÏr' � 3�

2 ist man in derVergangenheit von tj und fÏr' � 2� ist man in
stetigerWeise wiedergekehrt, dazwischen gibt es alle ZwischenzustÌnde.
(Damitglaube ich einVersprechen, das ichFrauLotte Ingrischgegeben

habe, eingelÎst zu haben, der ich fÏr Diskussionen Ïber die Zeit herzlich
danke).
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Gleichzeitig mit der Di¡erentialgleichung (1) betrachten wir im
projektiven Raum die 2s ÿ 1-dimensionale Mannigfaltigkeit
M : �x2 ÿ t2� � 0, ausfÏhrlich geschrieben

M : �x2
1 � � � � � x2

m � t 21 � � � � � t 2m�:
Wir denken uns die homogenenKoordinatenx und t so normiert, daÞ

x2 � t 2 � 1: Dann schreibt sichM x2 � t 2 � 1
2 : FÏr den Fall s � 2 ist

es ein einschaliges Hyperboloid. Es war F. John, der in seiner Arbeit auf
den Zusammenhang von (1) und (2) hingewiesen hat.
Auf M liegen zwei Scharen von Hyperebenen (fÏr s � 2 sind das

Geradenscharen des Hyperboloids)

x � S�; t � �;
wo S eine orthogonale Matrix von s Spalten o1; . . . ; os ist. Es lautet
x � S� ausfÏhrlich geschrieben

x � o1�1 � � � � � os�s:

Die zweite Schar lautet

x � �; t � S1�;

wo S1 wieder eine orthogonale Matrix ist.
Wir kÎnnen jetzt folgende Radontransformation betrachten (ich ver-

weise auf meine Arbeit zur Radontransformation I und II)

J� ~W� ��1� �
�

~W�o1�1 � � � � � os�s� d�2 . . . d�s;

wo der Integralbereich gleich ist � 21 � � � � � � 2s � T 2:
Wir nehmen z.B. T � 1, denn unsere Funktionen ~U verschwinden ja

der Stelle 1 und haben die Periode 2. Es wÏrde jetzt also keinen Sinn
haben, T � 1 zu nehmen.
Es wÌre interessant, dies alles explizit durchzufÏhren.Wir kÎnnen (I)

auch so schreiben Xs
r�1

@ 2

@x2
r
ÿ @ 2

@t 2r

� �
~W � 0:

Wir setzen u�r� � xr � tr und v�r� � xr ÿ tr; dann schreibt sich unsere
Di¡erentialgleichung Xm

r�1

@ 2 ~W
@u�r�@v�r�

� 0;

und es ist

Z�u; v� � ~W
u � v
2

� �
;
u ÿ v
2

� �
:
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Die MannigfaltigkeitM schreibt sich jetzt

u1v1 � � � � � umvm � 0:

(Der Fall m � 2 wurde von G. Hamel in seiner Dissertation als
Umkehrproblem in derVariationsrechnung aufgestellt). Geben wir dazu
ein einfaches Beispiel:
Es sei g eine Gerade imR3; gegeben durch zwei PunkteXundY, dann

betrachten wir seine Geradenkoordinaten

~p � X ÿ Y ~q � X � Y �Vektorprodukt�:
Es ist natÏrlich~p�~q � 0 oder in den Koordinaten u und v geschrie-

ben u1v1 � u2 v2 � u3 v3 � 0: ~p und~q erfÏllen dieMannigfaltigkeitM fÏr
s � 3 in der uv-Gestalt, wie bekannt ist, wobei jetzt

u � 1
2 �~p�~q�; v � 1

2 �~pÿ~q�:
Es wird also jetzt durch Z eine Funktion de¢niert auf allen Geraden

desR3:Damit ist auch die Radontransformation fÏr alle Geraden desR3

de¢niert. Jetzt schlieÞt sich unmittelbar das Studium der Funktion Z
lÌngs eines vorgegebenen Linienkomplexes an, dies wird bei spÌterer
Gelegenheit fortgefÏhrt.

xx5
Wir kÎnnen die Reihen in x3 in einen grÎÞeren Zusammenhang stellen.
Dazu betrachten wir mehrfache Lambertsche Reihen, wie ich sie z.B. in
der Arbeit [8] behandelt habe und zwar betrachte ich als Beispiel die
Reihe

F�a; b� �
X
k

ck
q 2ke�ÿ�ihkti� ÿ e��ihkti�

1ÿ q 2k
sin k1x1 � . . . � sin ksxs:

�1�
Dabei sei

q � �q1; . . . ; qs�
jq1j < 1; . . . ; jqsj < 1

(qj kÎnnen auch komplexe Zahlen sein: qj � rje��i�j��:
k � �k1; . . . ; ks�

durchlaufe alle Gitterpunkte im Rs und es sei
P

ck absolut konvergent.
Sind nun die �1; . . . ; �s gerade die �1; . . . ; �s, die wir in x3 betrachtet
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haben und gilt �� > ��
jckj < c

R�k�� ; �2�

dann existiert, wenn r � �r1; . . . ; rs� gegen 1geht, der Limes

lim
r!1

F�q; t� �
X

ck
sin�hk; t ÿ �i
sin�hk�i sin�k1x1 . . . sin� ksxs: �3�

FÏr t � 0 ist, wenn stets q 2k 6� 1 ist,

F�q; 0� �
X

cksin�k1x1 . . . sin�ksxs:

Man stellt weiter fest, daÞ F�q; t� dem System

@ 2F
@x2

j
� @

2F
@t 2j

� j � 1; . . . ; s�

genÏgt.
Wir erhalten eine LÎsung des Systems

@ 2G
@x2

j
� �

������
ÿ1
p @G

@tj
� j � 1; . . . ; s�

(also eines Systems von SchrÎdingergleichungen), wennwir (3) durch die
Reihe (beachte Notationen (2))

L�x; t� �
X

ck
sin�hk�xÿ �i�

sin�hk�i ei�htk
2i �4�

ersetzen, wobei fÏr Koe¤zienten cl wieder (2) gelten soll. Es ist

L��; t� � 0

L��; t� �
X

cke
i�htk2i :

Man kann die Dichte

��x; t� � jF�x; t�j2
betrachten.Wir erhalten z.B., wenn wir der Einfachheit halber s � 1
annehmen��

0
��x; t� dx �

X jckj2
�sin� k��2 �� sin 2��k

2k

� �
�
X
k6�l

ckcl
sin�kÿ l���

kÿ l
� sin�k� l���

k� l

� �
cos�t�k2 ÿ l 2�
sin�k� sin�l�

:
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FÏhrenwir die Stromdichte

s �
X

ckcl
sin��kÿ l��xÿ ��

kÿ l
ÿ sin��k� l��xÿ ��

k� l

� �
� e i��k

2ÿl 2�t

sin�k� sin�l�

ein, so erhalten wir

@�

@t
� ÿ @s

@x

und v � s
� kÎnnen wir als Geschwindigkeit der StrÎmung au¡assen (vgl.

die Arbeit desVerfassers [6]).

xx6
Es ist interessant, eine `Greensche' Funktion

G�t� �
X
k

Qk�t� �
X
k

sin hkti�
sin hk�i� �5�

einzufÏhren. Man kann G als Distribution einfÏhren (vgl. [1]).Wir
betrachten dazu noch

Gÿl�t� �
X
k

sin�hkti
Rl�k� sin�hk�i ; �6�

wo l gerade ist. Es sei nun ' eine Funktion von der Gestalt

'�x� � '�x1; . . . ;xs� �
X
k

ck sin�k1x1 . . . sin�ksxs:

Es wird dann

'l�x� � @ ls'

@xl
1 . . . @xl

s
� � ls

X
k

R�k�l ck sin�k1x1 . . . sin�ksxs:

Es werde nun vorausgesetzt, daÞ l > � ist undX
Rl�k�ck <1

ist. Dann bilden wir

U�x; t� � �1
0
d�1 . . .

�1
0
d�s l��1; . . . ; �s�

X
�x; t; ��; �7�
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wobei X
x; t; �� �

X
�

Gÿl�t � ��xÿ t�
 !

sgn �

und � � ��1; . . . ; �s� mit �j � 1 oderÿ1 ist. Es gibt 2s solcherVektoren.
Es ist sgn � � �1 � . . . � �s und

��xÿ �� � ��1�x1 ÿ �1�; . . . ; �s�xs ÿ �s��:
Es ist nun

sin��hk�t � ��xÿ ��i� ÿ sin��hk�t ÿ ��xÿ ���i�
� 2 sin�hkticos�hk��xÿ ��i:

Weiters ist X
�

cos�hk��xÿ ��i;

wo sich die Summe Ïber alle � mit sgn � � �1 erstreckt, gleich
cos�k1�x1 ÿ �1� . . . cos�ks�xs ÿ �s�

wieman durchvollstÌndige Induktion nach s zeigt, wennman die Formel
cos(�� �� � cos��ÿ �� � 2cos � cos� benÏtzt.Wir erhalten alsoX

�x; t; �� � sin�hkti
sin�hk�i cos�k1�x1 ÿ �1� . . . cos�ks�xs ÿ �s�:

Damit wird

U�x; t� �
X
k;m

sin�hkti
sin�hk�iBkm

R�m�
R�k�

� �l

Cm�
ls;

wobei

Bkm �
Ys
j�1

�1
0
d�j cos�kj�xj ÿ �j� sin�mj�j:

Es ist nun

2
�1
0
d� cos�kj�xj ÿ �j� sin�m�j d�j � 0;

wenn k 6� m, und fÏr k � m ist

2
�1
0
d��sin�kj xj��ÿ sin� �kj�xj ÿ 2�j��� � 2 sin�kj xj:

238 E. Hlawka



Wir erhalten also

U�x; t� �
X
k

sin�hkti
sin�hk�i sin�k1x1 . . . sin�ksxs;

das Resultat, welches wir schon in x3 erhalten haben.
FÏhrenwir nun in (6) partielle Integration in bezug auf 'l durch, und

beachten, daÞ wir dabei durch Di¡erenzieren von Gÿl zum SchluÞ G
erhalten, so wird aus (7)

U�x; t� � � 10d�1 . . .
� 1
0d�s'��1; . . . ; �s�

X
1

�x; t; ��; �8�

wobei X
1

�
X
�

G�t � ��xÿ ��� �9�

wird.AnalogkÎnnenwir die anderenAufgaben in x3 und in diesemPara-
graphen behandeln.
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