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Uber eine Konstruktion gleichverteilter Folgen
auf Sphiren, in der Drehgruppe und in der
unitiren Gruppe

Von

E. Hlawka

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 19. Juni 1997
durch das w. M. Edmund Hlawka)

Einleitung™

Es liege die #-dimensionale Sphire

S"ixt 4 xl, =1 (1)
vor und wir wollen die Aufgabe behandeln, auf §” gleichverteilte Folgen
moglichst elementar zu bestimmen.

Ich unterscheide zwei Fille:
I: # = 2m. Dann wihle ich folgende Parameterdarstellung:

xp =1/ 1 — 0% cos 2mey
xp =14/1— I/’% sin 2w¢
x3 =14/ 1 — 03 cos 2me,
X4 21)11/1 7V% sin 27T¢2

Xop1 =1+ Uy_14/ 1 — 12 cos2mP,,
— 2 :
X2y = V1 Vy14/1 —v2 sin 2w,

Xom+1 = V1" Upy—1Vp

* Diese Resultate wurden Prof. P. J. Davis (Brown University) in einen Brief vom
4.4.1990 mitgeteilt.
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wobei

vy =Wy
()
1
j— 3
Vp—1 = l?fm71
vy =1—=2u

ist. Bs ist stets 0 <y < 1,0 <2 < 1,0 < ¢; <1 fiir alle /. Der Punkt
[0,...,0,—1] wird durch (2) und (3) nicht dargestellt.
Das Obetrflichenelement von §” wird

do = 2(2%)”0%’”7203’”74 . -03”7“101 cdv, duddy - do,,
also

2(2m)”

9= 0 1) (2 —3) -3

Fuar m = 1 ethalten wir
do = 4mdud® (4"

und die Parameterdarstellung lautet

x1 =1/1— (1 — 2x)* cos 2mg

5y = /1 — (1 — 2u)*sin 2m¢h (%)
x3=1—2u 0<u<1,0<p<1).
Wihlt man eine gleichverteilte Folge in FE* modulo 1
A9, %)) k=1,....N (4)
mit Diskrepanz Dy — 0, so erhilt man eine Folge
(1,557, )

auf 2, welche gleichverteilt ist.
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Fir jede Lipschitztunktion Fauf 52 wird

1 o 1
N; F®), 10 0y — 4 [ PGt )do+ Ress (3)

1
[Rest| < KD a(F) (6)

(a Lipschitzkonstante von F) ist.
Im allgemeinen Fall nimmt man eine gleichverteilte Folge in E”
modulo 1

(wgk)’ "7w£le7”(/é)7¢5k)7"'7¢;(7//€)) (/é:17"’7N)' (5,)

Ist die Diskrepanz dieser Folge Dy, so erhilt man fiir eine Lipschitz-
funktion Fauf §”

1
— Z F(x X2”2+1) o) gando + Rest, (6)

Rest| < KDZ7Na(F) (7)
ist (K Konstante).

Den Fall (3') habe ich in der Arbeit Ubereine Klasse gleichverteilter Folgen in
den Acta Arithmetica behandelt. Dort habe ich eine spezielle Folge (5)
gewihlt, welche mit der Folge pythagoriischer Tripel zusammenhingt.
Im Fall (5') gibt es ein Analogon.

Der Fall IT: # ungerade, 7 = 2 + 1, ist einfacher. Hier wihlen wir die

Parameterdarstellung
x1 =4/ 1 — 0% cos2mey
xy =4/1 —»3sin2me,
X3 = V14/ 1-— D%COSZ’]T(ZSZ
— (8)
xg =11/ 1 — v58In 27,

Xop+1 = V1"V, COS 27T¢,,7+1

Xopg2 =01 0, SIN2TD,
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wobei
1
v =wy
1
2(n—1)
Uy = Wy
(9)
1
Vy = W2,
ist. Dabei gelte 0 < 2, < 1,0 < ¢; < 1 furallej.
Es wird
do = (27r)m+11/%’”_11/§’”_3 e v,dvy o dv,ddy - dd,,
also

(271')'”“
Q2m)(2m—2)---2
Also furn=3,dh.m =1
do = 20 dwidd1dds.

Jetzt wihlen wir eine gleichverteilte Folge aus E*” ! modulo 1

do = dwy - -dw,dd) - dd,,.1. (10)

D W By 1 <k< N (11)
mit Diskrepanz D . Wir erhalten fiir die zugehorige Folge
(X(/é)7 e ’Xg;)+2)

1
2mt2”
Es erscheint zunichst merkwiirdig, dal3 der Fall der Sphire auf den Fall

des Torus E” (mod 1), bzw. E”! (mod 1) zuriickgefithrt werden kann.
Dies liegt aber nur daran, dal3 auf der Sphire durch die Parameterdarstel-
lungen (3) bzw. (8) nicht alle Punkte erfal3t werden. Die nicht erfaliten
Punkte machen im Mittel nichts aus.

Man kann mit diesen Formeln auch gleichverteilte Folgen auf Produk-
ten von Sphiren erhalten, indem man gleichverteilte Folgen auf den Pro-
dukten der zugehorigen Tori E” (mod 1) bzw. E”! (mod 1) betrachtet,
d.h. z.B. fiir den Fall §2 x §2 X -+ x §2 (~mal) gleichverteilte Folgen
auf E* (mod 1) betrachtet. Ist Dy die Diskrepanz der Folge auf E¥,
so wird die Lipschitzdiskrepanz der Folge auf §% x §% X -+ x §?

ein analoges Resultat wie in (7). Nur der Exponent von D ist jetzt

(-mal) < D", Dies gestattet Anwendungen zB. auf random flight in
R?, Potentialtheorie, usw.
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§1

Wir wollen nun diese Formeln beweisen und dazu dient folgender
Hilfssatz: Fiir

U=vAB 0<B<1 und

IV =/A(1—B) gilt (12)
2 2 1((dA) (4B)’
(dU)* + (d1) —4<7+Am>

Dies folgt aus

AU = d(VAB) = VBd(VA) +VAd(\/B)

1 dA dB
LV L )
2( VA VB
1 dA 4B
AV =-(V1-B—=—-VA4 ,
2( VA \/1—B>
dU)Y 4+ (dV) = LB (dA4)" +A (aB)” +24A44dB
4 A B
(dA)* | (dB)°
1—B A —24AdB
+ ) o s
1 2 2
_1(d4) iy (dB) ‘
4\ A4 B(1 — B)
Wenn man
A=C? B=D?
U=CD 1V=CV1-D?
setzt, so liefert das
dD)?
(a’U)Z—ir(dV)Z:(dC)Z—l—CZl( 1)92 (13)

Dies kann auch leicht direkt bewiesen werden und gestattet eine einfache
Deutung, wenn man C = cos & und D = cos [3 setzt.

Wir behandeln jetzt zuerst den Fall der Sphire §2*, also ausgeschrie-
ben

2 2 _
X+t xg,, =1
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Setzen wir
1= X1 FiXey e el = X2t T X210,

so konnen wir kurz schreiben

2
|Zl| +"'+|Z;2ﬂ+1| =1

Wir setzen
e = k= 1,...,m+1,
weiters
rk:C/ﬂ/l—pi, /ézl,...,m,
T1 = Chupi
derart, daf3

C1:1, Cé:”1...ﬁk,1 fur/éZZ
und schlieBlich
Dy=wn (£2>1),

sodaf3 also
Cer1 = CeDy.
Aus (2) folgt nun unmittelbar
dg)?
(dCe1)* + (dr)* = %Cﬁ + (dC)%
Y%k
Nehmen wir £ = », so bedeutet dies
dv,)’
(draa o+ @ =22 2 4 .,
fir £ = m — 1 entsprechend
dv,,_ 2
(dC,ﬂ)2 + (dr,,,,1)2 = % Cifl + (dC,,,,1)2
U1

usw. und zum Schluf}
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Summation all dieser Gleichungen liefert

MZH(d )Z_i(dyk)zcz
Te) = l—yi £

k=1 k=1

also erhalten wir fir das Bogenelement ds? = |51 \2 + -+ |dm \2
der Sphire

@ =3 ( G 4 (1= CH) ) + (G )

— 2
— 11—

und fiir das Oberflichenelement, wenn wir noch v¢; = 2my; setzen,

40 = 2m)" TN C)? - (C,) Cpardry - dv,doy - - - dpy .
Nun ist dieses Produkt der C; gleich 277193773 . ...

Setzen wir also

Uy

2 2m—1
wy =0v\", dwy = 2mv]"" dn

wy = 0%’”72, dw, = (2m — 2)0%’”7301’@

2

~y dw, = 20,dv,,

W, =V
so erhalten wir

2 m+1
10— 2"
2/77(2;%—2)”'2

dwi - dwydpy - dp,.

Das ist das Resultat, das schon vorher angegeben wurde, abgesehen von
der Bezeichnung.

Betrachten wir jetzt den Fall der Sphire §2”
N, = 1

Wenn wir die vorhergehenden Bezeichnungen bentitzen, so kénnen
wir das auch so schreiben:

2 2
’z1| +"'+’z”1’ +X§m+1:1'
Wir setzen wieder
e =P flirk=1,....m—1

und

re = Cy l—ﬂi k=1,....m—1,
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jetzt allerdings

2w =Co\/1—(1=20,)" und 3,01 = C,(1—21,).

Es bleiben wieder die Formeln

dn.)?
(dCpir)’ + (dre)” = (dCL) +§”—‘f)zcz fir £=1,...,m—1
—2
und
2dv )2
dx, Z4 dr, 2 (242, 2
e
erhalten.

Damit wird das Bogenelement 4 52 berechnet als

ds? = ldza + -+ ldzpa | + (dx241)° (14)
m—1 2
dv
=Zﬁjﬁﬁmwmwwﬁ (15)
k=1 k
(Za’v,,,)z

T =2m)) C2 4 (1—(1—20)) CE(dv,)%  (16)

Wenn wir noch ), = 2myp; setzen (7 =1,...,m) wird das Oberfli-
chenelement

dO =2(2m)"C%---C% . C,dvy---dv,dp; - dp,,

das Produkt der C; gleich p%””%%””“ ceep? yom.\X/ir setzen

m—1
m— — dli/1
Z/% ! =wq, also 7)% zdm :2;77—1’
d
1" =y, also v Pdny = me_z 3 0 folgt
2(2m)”
d0 = dwi - -dw,dp---dp,.

(2m—1)(2m—3)~~-l

Numerieren wir jetzt die Variablen » und ¢, die im Einheitsintervall
0 <n <1 liegen, dutch, also im Fall von $27+1 4 bis #2541, im Fall
von §% # bis #,,, so haben wir eine Abbildung s des Torus T” auf die
Sphire S”.
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Haben wir nun eine gleichverteilte Folge # - - - /5 mit der Lipschitz-
diskrepanz Dl\é und betrachten wir die zugehorige Folge s(# ), . . ., s(#x)
und eine Funktion f(s)auf §”. Siesei eine Lipschitzfunktion der Ordnung
B mit Lipschitzkonstante o £, 3), so haben wir sofort

£6(5) = £ < al £.8)ls(2) = s(£)I”.

Nun kommt in der Abbildung # auf s(#), wie sie sich in der Parametet-

darstellung zeigt, hochstens die Wurzel von der Gestalt V' 1 — Wit vor,
sodaf3 also

[5(A) = s()] < &'(s) - |# = £,

Also hat die Folge s(#;) sicher eine Lipschitzdiskrepanz von der
Ordnung

8
< Dk})ﬁ.

Haben wir jetzt statt der einen Sphire ein Produkt T 8" von
Sphiren, # =m + - -+ 4 n1, so konnen wir sofort das entsprechende
Produkt ITL 7% = T” darauf abbilden, indem wir komponentenweise
vorgehen. Fir die Grolenordnung der zugehorigen Lipschitzdiskrepanz
ist dann nattrlich das groBte #; verantwortlich.

Wir machen jetzt eine Anwendung auf die Gleichverteilung auf der
speziellen Drehgruppe und auf der speziellen unitiren Gruppe.

Wir konstruieren zunichst eine spezielle Drehung mit der Determi-
nante 1im 7 + 1-dimensionalen Raum.

Es sei s()(#) ein Punkt auf der Sphire §”, die durch Abbildung der
Torusgruppe T” auf §” entstanden ist.

s hat also die Komponenten sq, ..., 5,41 (Wit lassen voriibergehend
die Variable # und den oberen Index () der Kiirze halber weg). Wir
definieren folgende 7 4 1 Zeilenvektoren:

Es sei

Elzfl, Ezz(—fz,fl,o,...,())

~ 2 2
E; = (—y3-§1,—f3 52, 57 +x2,0,...,0)

: 2, 2
Ep=(—se-s1,—5¢ 52,y =5 - 5e—1,57 +52,0,...,0)

allgemein bis E”H .
Ich verweise in diesem Zusammenhang auf meine Arbeit zur Radon-
transformation (Sitzungsberichte 198, 331-379).
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Diese Vektoren Ejq, ..., E,11 stehen aufeinander senkrecht und sind
# 0, wenn 53 + 55 # 0. R
Wir normieren nun diese # + 1 Vektoren: E; = LH i=1,...,n+1.

. . . E;
Dann ist tatsichlich I
E;
E,

Dn,y(”>(/) -
EW-H
eine orthogonale Matrix mit der Determinante 1, welche von #» Para-
metetn 41, . .., 7, abhingt.
(Fir den Fall 52 + s = 0 verweise ich wieder auf meine Arbeit).
Definieren wir nun bei festem L.
Er, - 0
D”: E 5 ﬂ:17...,L,
0 o Dy
wobei Ej_, die entsprechende Einheitsmatrix bezeichnet. Bilden wir das
Produkt
D:Dl'...'DL,

sohingt Dvon 1+ --- 4 L = L(L + 1)/2 Parametern ab.
Jetzt konnen wir die Gleichverteilung auf der Drehgruppe erreichen,

indem wir eine Folge auf dem Torus T +1)/2 bilden und in der geschil-
derten Art auf die Drehgruppe tibertragen.

Analog behandeln wir die spezielle unitire Gruppe. Wir konstruieren
jetzt U, in folgender Weise: Wir nehmen einen Punkt gq -+ 3,41 mit
21 ’2 + 4 g |2 =1, also auf der Sphire S**', und betrachten
wieder folgende komplexe Vektoren mit # + 1 Komponenten:

Ei= (21, %01)

Ey = (-%2-21,0,...,0)

By = (=% 0, —% 32 il + x50, 0),
allgemein

Fe= (%6 305 =38 22ty 20l -+ [21)5 0,0, 0),
k=2,...,n+ 1.
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Diese # + 1 Vektoren sind unitir orthogonal. Wir normieren sie wieder.

Die normierten Vektoren nennen wit Eq, ..., E,11. Damit ist dann
E;
U, =
EW-H

Analog wie bei der Drehgruppe erhalten wir ein U, welches diesmal
von (L + 1)2 Parametern abhingt.

Wir kénnen wieder (I + 1)” auf die unitire Gruppe abbilden und
damit Gleichverteilung auf die spezielle unitire Gruppe ibertragen.

Man kann die Theorie der Gleichverteilung auch bentitzen, um
die GraBlmannschen Mannigfaltigkeiten in Parameterform darzustellen
(vgl. Binder — Hlawka — SchoiBengeier: Uber einige Beispiele fiir
Anwendungen der Theorie der Gleichverteilung, Math. Slovaca 43
(1993), 427-4306).

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. E. Hlawka, Margaretenstra3e 27/11/9, 1040 Wien.



