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Operatormethoden fÏr q-IdentitÌtenVI:
GeordneteWurzelbÌume und

q-Catalan-Zahlen

Von

J. Cigler
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am16. Oktober 1997

durch das w. M. Johann Cigler)

FÏrdie CatalanzahlenCn � 1
n�1

2n
n

ÿ �
gibt esmehrereRekurrenzrelationen,

z.B.

Cn �
X

k�l�nÿ1
CkCl ���

oder

Cnÿ1 �
X
i�1

X
n1�����n i� nÿ1

Cn1ÿ1Cn2ÿ1 . . .Cniÿ1: ����

Gleichung ��� folgt aus derTatsache, daÞCn dieAnzahl aller BinÌrbÌume
mit n Knoten ist, wÌhrend ���� anzeigt, daÞ Cnÿ1 auch die geordneten
WurzelbÌume mit n Knoten abzÌhlt. Alle bekannten q-Analoga der
Catalanzahlen sind Verallgemeinerungen von ���. In der vorliegenden
Note wird eineVerallgemeinerung vorgeschlagen, die auch den zweiten
Fall umfaÞt.
SeiT dieMenge aller geordnetenWurzelbÌume t mit jtj <1Knoten.

Ein Element t 2 T besteht aus einem ausgezeichneten Knoten, der
Wurzel, und im Fall jtj > 1 auÞerdem noch einer Menge von k � 1
TeilbÌumen t0; t1; . . . ; tkÿ1; die nach wachsenden Indizes geordnet sind.
Wir kÎnnen jedes t 2 T durch einWort c�t� der LÌnge n � jtj Ïber dem
Alphabet fxÿ1;x0;x1; . . .g codieren (vgl. z.B. [5]). Dabei entspricht dem



Baum, der nur aus der Wurzel besteht, das Codewort xÿ1 und einem
Baum, dessenWurzel dem Grad k besitzt, das Codewort

c�t� � c�t0�c�t1� . . . c�tkÿ1�xkÿ1:
Man zeigt sofort mit Induktion, daÞ das eine Bijektion zwischen
der Menge Tn aller BÌume mit n Knoten und der Menge Wn aller
WÎrter xi1 xi2 . . .xin mit i1 � . . . ik � ÿ1 fÏr k � 1; 2; . . . ; nÿ 1 und
i1 � � � � � in � ÿ1 liefert.
FÏr n � 1; 2; 3; 4 ergeben sich dabei die folgenden CodewÎrter:

n � 1 : xÿ1
n � 2 : xÿ1x0
n � 3 : xÿ1x0x0;xÿ1xÿ1x1
n � 4 : xÿ1x0x0x0;xÿ1xÿ1x1x0;xÿ1x0xÿ1x1;xÿ1xÿ1x0x1;

xÿ1xÿ1xÿ1x2
Man sieht sofort, daÞ c�t0� das lÌngste AnfangsstÏck xi1 . . .xil ist mit

i1 � � � � � il � ÿ1; c�t1� das lÌngste derartige AnfangsstÏck des rest-
lichenWortes xil�1 � � �xin , usw.
EinWort ausWn codiert auch einen (positiven) Gitterweg a imR2, der

von (0, 0) nach �n; 1� geht und niemals auf die x-Achse zurÏckkehrt,
nÌmlich

a : �0; 0� ! �1;ÿi1� ! �2;ÿi1 ÿ i2� ! � � � ! �n;ÿi1 ÿ i2 ÿ � � � ÿ in�:
Sei An die Menge dieser Gitterwege der LÌnge n. Dem Symbol xÿ1
entspricht ein Anstieg der HÎhe 1 und einem Symbol xi; i � 0; ein
Abstieg der HÎhe i (wobei fÏr i � 0 ein horizontalesWegstÏck ebenfalls
als Abstieg bezeichnet wird).
BeschrÌnkt man sich auf WÎrter Ïber dem Alphabet fxÿ1;x1g; so

entsprechen diesen einerseits binÌre WurzelbÌume (wo von jedem
Knoten entweder 2 oder 0 TeilbÌume weggehen) und andererseits
Gitterwege, wo jeder Abstieg die HÎhe 1besitzt.
Die kanonische Zuordnung, die jedemgeordnetenWurzelbaum tmit n

Knoten einen binÌrenWurzelbaum bmit 2nÿ 1 Knoten zuordnet, wird
durch '�xi1 . . .xin� � '�xi1� . . .'�xin� gegeben, wobei '�xÿ1� � xÿ1
und '�xkÿ1� � xÿ1xk

1 fÏr k � 1 gilt.
Beispielsweise ist '�xÿ1x0xÿ1x1� � xÿ1�xÿ1x1�xÿ1�xÿ1x1x1�:Den

Endknoten � BlÌttern entsprechen die Symbole xÿ1 und den inneren
Knoten die Symbole xkÿ1; k � 1; weil von diesen k TeilbÌume weg-
gehen. FÏr t 2 T bezeichne i�t� die Anzahl der inneren Knoten von t.
Wir ordnen nun jedemBaum t 2 T einGewichtw�t� folgendermaÞen

zu:
Ist jtj � 1; so sei w�t� � 1:
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Hat t dieTeilbÌume t0; t1; . . . ; tkÿ1 (in dieser Reihenfolge), dann sei

w�t� �
Ykÿ1
l�0

q l�i �t l �w�tl�: �1�

Das bedeutet folgendes: Jeder Endknoten hat das Gewicht 1, trÌgt also
nichts wesentliches zum Gesamtgewicht bei. Sei s ein Baum und v 2 s
ein innerer Knoten vom Gewicht w�v�. Tritt s als l-terTeilbaum von t
auf, dann hat v als Element von t das Gewicht q lw�v�:
Man kann daher w�t� auch erhalten, indem man jedem Knoten v eine

natÏrlicheZahl��v� � 0 zuordnet,wobei derWurzel dieZahl 0 zugeord-
net ist und derWurzel des l -tenTeilbaumes, der von v ausgeht, die Zahl
��v� � l entspricht.Dann istw�t� � �q��v�, wobei das Produkt Ïber alle
inneren Knoten von t zu erstrecken ist. Das kann auch folgendermaÞen
beschrieben werden: Wir durchlaufen den Baum in der Reihenfolge:
Wurzel, tkÿ1; . . . ; t0 und numerieren die inneren Knoten der Reihe nach
durch: v1 �Wurzel; v2; . . . vm; wobei m � i�t� ist. In der Codierung
c�t� entspricht dem vi das i-te Element xj mit j � 0 von rechts. Bezeich-
net man mit t�v� denTeilbaum von t, der v alsWurzel besitzt, so existiert
fÏr jedes vi�1 ein maximales j � i mit vi�12 t�vj�: Ist dabei vi�1 die
Wurzel des l-tenTeilbaumes von t�vj�; l � 0, so ist ��vi�1� � ��vj� � l:
Das Gewicht des Baumes w�t� ist dann q��v1��������vm�. Ist t ein r-Ìrer
Wurzelbaum, dh. gehen von jedem inneren Knoten genau r � 2 Kanten
weg, besteht also c�t� nur ausWÎrternÏberdemAlphabet fxÿ1;xrÿ1g; so
ist jtj � ri�t� � 1: In diesem Fall bezeichnen wir die Anzahl i�t� der
inneren Knoten mit n und schreiben statt ��vi� kurz �i: Die Folge
�1; �2; . . . ; �n erfÏllt dann �1 � 0 und �i�1 � �i � r ÿ 1: Durch diese
Folge ist der r-ÌreWurzelbaum eindeutig festgelegt. Die r-Ìren Wurzel-
bÌume mit i�t� � n haben dieselbe Codierung wie die Gitterwege von
�0; 0� ! �rn� 1; 1� mit n Abstiegen der HÎhe r ÿ 1. In diesem Fall ist
�i ÿ 1 die HÎhe des Endpunktes des i-ten Abstieges von rechts.
Das entsprechende Gewicht ist dann q�1������n : Aus [3] folgt nun mit

der dort eingefÏhrten Notation, daÞ das Gesamtgewicht der Menge Tn;r
aller r-ÌrenWurzelbÌume mit n inneren Knoten durch die q-Catalanzahl
Cr

n�q� gegeben ist.
Speziell ist also w�'�Tn�� � w�Tn;2� � C 2

nÿ1�q�: FÏr q � 1 reduziert
sich das auf daswohlbekannte Resultat, daÞ dieAnzahl der Elemente von
Tn gleich Cnÿ1 � 1

n
2nÿ2
nÿ1
ÿ �

ist. Daher ist auch w�Tn� ein q-Analogon von
Cnÿ1. Dieses q-Analogon soll im Folgenden genauer studiert werden.
Dazu betrachtenwir gleich ein allgemeineres Problem.Wir betrachten

Gitterwege von �0; 0� ! �n;x� fÏr x � 0 ganz, die positiv sind, d.h. nie
auf die x-Achse zurÏckkehren und wie oben nur Anstiege der HÎhe 1
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und Abstiege beliebiger HÎhe i � 0 haben. Diese werden durchWÎrter
v � xi1 . . .xin mit i1 � � � � � in � ÿx beschrieben, fÏr welche
i1 � � � � � ik � ÿ1 fÏr alle k gilt.Wir ordnen jedem solchen Wort das
Gewicht

w�v� :� ri1�1 . . . rin�1 y
k q�1������k �2�

zu,wobei r0 � 1 sei,�i � 1 dieHÎhe desEndpunktes des i-tenAbstieges
von rechts, k die Anzahl der Abstiege und r1; r2; . . . ; sowie y und q
kommutierende Unbestimmte seien.
Im Fall der BÌume �x � 1� bedeutet das folgendes: k ist die Anzahl

k � i�t� der inneren Knoten. Jedem Knoten v mit lTeilbÌumen wird rl
zugeordnet. Und �i ist die Bezeichnung des i-ten inneren Knotens, den
manwie oben beim Durchlaufen des Baumes in der Horizontalrichtung
von rechts nach links erhÌlt.
Sei nun Gnk�x�yk das Gesamtgewicht der positivenWege von (0, 0)

nach �n;x� mit genau k Abstiegen.
Dann ist

Gn0�x� � �nx;G0k�x� � 0 f�ur k � 1 �3�
und

Gnk�x� 1� � Gnÿ1;k�x� � q x
X
i�1

riGnÿ1;kÿ1�x� i�: �4�

Denn sei xi1 . . .xin der Code einesWeges von (0,0) nach �n;x� 1�mit
k Abstiegen. Dann ist entweder in � ÿ1; d.h. xi1 . . .xinÿ1 ein positiver
Weg von (0, 0) nach �nÿ 1;x� mit k Abstiegen. Diese Wege tragen zu
Gnk�x� 1�yk das GewichtGnÿ1;k�x� ykr0 bei.
Oder es ist in � i ÿ 1 mit i � 1:Dann ist xi1 . . .xinÿ1 einWeg von (0,0)

nach �nÿ 1;x� 1� i ÿ 1� mit kÿ 1 Abstiegen.
Das Gesamtgewicht dieser Wege xi1 . . .xin ist ykÿ1Gnÿ1;kÿ1�x� i�

yriq x; weil xiÿ1 ein Abstieg ist, der das Gewicht ri hat und auf der HÎhe
x� 1 endet.
Sei nun Gn�x; y� :�P n

k�0 Gnk�x� yk des Gesamtgewicht aller
positivenWege von (0, 0) nach �n;x�:
Dann gilt:

G0�0; y� � 1 �5�
Gn�0; y� � 0 f�ur n > 0 �6�
Gn�x; y� � 0 f�ur x > n �7�

Gn�x� 1; y� � Gnÿ1�x; y� � q x y
X
i�1

riGnÿ1�x� i; y� �8�
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Dadurch ist Gn�x; y� eindeutig festgelegt. Die ersten Werte werden
durch die folgendeTabelle gegeben:

n Gn�0; y� Gn�1; y� Gn�2; y� Gn�3; y�
0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

2 0 r1 y 1 0

3 0 r 21 y
2 � r 2 y �1� q�r 1 y 1

4 0 r 31 y
3 � �2� q�r1r2 y2 � r3 y r 21�1� q � q 2� y2 � �1� q�r2 y �1� q � q2�r1 y

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aus der De¢nition von Gn�s; y� ergibt sich sofort die Gleichung
Gn�x1 � x2; y� �

X
n1�n2�n

Gn1�x1; y�Gn2�x2; q x1 y�: �9�

Denn ist an � xi1 . . .xin ein positiver Gitterweg von (0, 0) nach
�n;x1 � x2�; so existiert ein eindeutig bestimmtes n1; so daÞ an1 �
xi1 � � �xin1 das lÌngste AnfangsstÏck desWeges ist, das auf der HÎhe x1
endet. Es ist also an � an1an2 ; wobei an2 einWeg von (0, 0) nach �n2;x2�
ist. Hat an2 k2 Abstiege, die auf der HÎhe �1 � 1; . . . ; �k2 � 1 enden, so
liegt jeder davon imWeg an um x1 Einheiten hÎher als imWeg an2 :Daher
liefert an2 zum Gewicht von an den Faktor q ��1�x1��������k2�x1� �
q k2x1q�1������k2 : Das ist dasselbe, wie wenn man y k2 durch �q x1 y�k2
ersetzt.
Speziell ergibt sich

Gn�x; y� �
X

n1�����nx�n
Gn1�1; y�Gn2�1; q y� . . .Gnx�1; q xÿ1 y�: �10�

Wir betrachten num die erzeugende Funktion

G�t; y� :�
X
n�1

Gn�1; y�t n �11�

Dann ist nach (10)X
n�x

Gn�x; y�t n � G�t; y�G�t; q y� . . .G�t; q xÿ1 y�: �12�

Im Fall q � 1 reduziert sich das natÏrlich auf G�t; y�x:
Zusammen mit (8) fÏr x � 0 ergibt sich

G�t; y� � t 1� y
X
i�1

riG�t; y�i
 !

: �13�
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Durch diese Gleichung ist G�t; y� eindeutig festgelegt. Die Koef-
¢zienten von G�t; y�x kÎnnen daraus mit Hilfe des Lemmas von Raney
oder der Formel von Lagrange sofort berechnet werden.
Es ergibt sich

Gn�x; y� �
Xn
k�0

x
n

n
k

� �
yk

X
i1�...ik�nÿx; i j�1

ri1 . . . rik :

Sind speziell alle ri � 1; so ergibt sichGn�x; y� �
P

k
x
n � nk��nÿxÿ1kÿ1 � yk

und im Fall y � 1 aus derVandermonde'schen Formel

Gn�x; 1� � x
n

2nÿ xÿ 1
nÿ 1

� �
und somit Gn�1; 1� � 1

n
2nÿ 2
nÿ 1

� �
� Cnÿ1:

AuÞerdem ist fÏr q � 1 mitG�t� :� G�t; 1�

G�t� � t
X

i�1riG�t�
i

� �
:

Ist g�t� die bezÏglich der Komposition inverse formale Potenzreihe zu
G�t�, so folgt daraus

g�t� � 1
1�P ri t i

und schlieÞlich aus (11) die Formel

t �
X
n�1

Gn�1; 1�g�t�n:

Diese Formel scheint im allgemeinen Fall kein q-Analogon zu besit-
zen. FÏr den Fall der r-Ìren geordnetenWurzelbÌume gibt es jedoch ein
brauchbares Analogon, wenn man statt G�t� eine etwas modi¢zierte
Reihe betrachtet. Im Fall q � 1 ist G�t� � t�1� G�t�r�: Setzt man
H�t r� � G�t�

t ; so gilt H�t� � 1� tH�t�r: Ersetzt man nun H�t� durch
F�t� � H�t� ÿ 1, so gilt schlieÞlich F�t� � t�1� F�t��r , also fÏr die
inverse Reihe f �t�
f �t� � t

�1�t�r :
Das heiÞt F�t� �P n�1C

r
n t

n impliziert

t �
X
n�1

Cr
n

t n

�1� t�r n : �14�
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Ersetzt man hier t durch den Di¡erenzenoperator �, so ist wegen
1�� � E die Gleichung (14) Ìquivalent mit

� �
X
n�1

Cr
n�Eÿr��n: �15�

Von dieser Gleichung ¢ndet man nun leicht ein q-Analogon.
Dazu de¢nieren wir den Operator e auf den q-Polynomen durch

e
x
n

h i
� q n

x
n

h i
: �16�

Dann gilt

�e � q e�; �17�
weil

� e
x
n

h i
� �q n

x
n

h i
� q

x
nÿ 1

h i
und

e�
x
n

h i
� e

1
q nÿ1

x
nÿ 1

h i
� x

nÿ 1

h i
fÏr alle n gilt.
AuÞerdem ist

E � e�1���; �18�
weil

e�1��� x
n

h i
� e

x
n

h i
� 1
q nÿ1

x
nÿ 1

h i� �
� q n

x
n

h i
� x

nÿ 1

h i
� x� 1

n

� �
� E

x
n

h i
nach der Rekursionsformel fÏr die q- Binomialkoe¤zienten gilt.
Daraus folgt

En � e nsn���; n 2 Z; �19�
wenn man sn�x� � �1� x� �1� qx� . . . �1� q nÿ1x� fÏr n > 0
und sÿn � 1

�1�x
q�...�1� x

qn� setzt.

Denn En�1 � EEn � e�1���en sn��� � e n�1�1� q n��sn��� �
e n�1s n�1��� und Eÿn � 1

sn��� e
ÿn � eÿn 1

sn��=q n� � eÿnsÿn���:

Operatormethoden fÏr q-IdentitÌtenVI 259



Aus �E � qE� folgt nunweiter

�Eÿr��k � Eÿrkqÿr �
k
2��k � qÿr�

k
2�eÿrk

�k

srk �
q rk

� � : �20�

Nun ist klar, daÞ jede Potenz �m;m � 0; eine eindeutige Darstellung
der Form

�m �
X1
m

ak
�k

srk �
q rk

� � �21�

besitzt. Das ist wegen (20) gleichbedeutend mit

�m �
X1
m

akq
r �k2�erk�Eÿr��k:

Wendet man diesen Operator auf Gn��x�; r� an, so erhÌlt man
an q r�

n
2� � �mGn��x�; r�jx�0 � L�mGn��x�; r�; wenn Lp��x�� � p�0�

ist, weil �Eÿr��kGn��x�; r� � Gnÿk��x�; r� undLGn��x�; r� � �n0 ist.
Nun ist L�m � LErm�Eÿr��mq r � n2� und daher

an � q r�
m
2 �ÿr � n2�Gnÿm��rm�; r�:

Somit ergibt sich

�x � q r �
x
2 �
X1
n�x

qÿr�
n
2�Gnÿx��rx�; r� �n

sn �
q rn

� �
oder

t x � q r �
x
2 �
X1
n�x

qÿr �
n
2�Gnÿx��rx�; r� t n

sn t
q rn

� � : �22�

WegenGnÿ1��r�; r� � �Gn�0; r� � Gn��1�; r� � Cr
n�q� ist also speziell

t �
X1
n�1

qÿr�
n
2�Cr

n�q�
t n

sn t
q rn

� � : �23�

Dazu Ìquivalente Resultate wurden mit anderenMethoden auch in [4]
und [6] abgeleitet.
Im allgemeinen Fall scheint eine analoge Methode nicht zu funk-

tionieren.Wir mÏssen daher anders vorgehen.
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Wir betrachten die Funktionen Gn�x�x; y� in AbhÌngigkeit von x.
Dann ist Gx�x; y� � 1 und Gx�1�x; y� � �x� yr1. Das legt es nahe, die
Funktionen

an��x�� � an��x�; y� :� Gx�n�x; y� �24�
als Funktionen von �x� � 1� q � � � � � q xÿ1 darzustellen.
Es zeigt sich daÞ an��x�� ein q-Polynom in �x� von Grad n ist, wobei

die Koe¤zienten Polynome von Grad � n in den Unbestimmten
r1; r2; . . . ; rn und y sind.
Das folgt sofort aus a0��x�� � 1 und

�an��x�� � y
X
i�1

ri anÿi��x� i��; �25�

was sich unmittelbar aus (8) ergibt.
Beispielsweise ist

a2��x�� � y2r 21q
2 x
2

h i
� � y2 r 21 � yr2��x�:

Es scheint schwierig zu sein, eine explizite Formel fÏr an��x�� zu
¢nden. Relativ leicht lassen sich jedoch fÏr kleines k die Koe¤zienten
von yk in an��x�� ¢nden.Wir bezeichnen sie mit ank��x��:
Es ergibt sich z.B.

an0��x�� � 1
an1��x�� � rn�x�
an2��x�� �

P
i� j� n i; j�1��i� � q�i � 1� � � � � � q xÿ1�i � xÿ 1��ri rj:

Sind alle ri � 1; so erhalten wir die gesuchten q-Analoga c �k�n �q� �
an��1�; q k�; k � 0; 1; 2; . . . ; der Catalanzahlen cn:
Sie erfÏllen die Rekurrenz

cnÿ1�q� :� c�0�nÿ1�g� �
X
i�1

X
n1�����ni�nÿ1; nj�1

c �0�n1ÿ1�q�c
�1�
n2ÿ1�q� . . . c �iÿ1�niÿ1 �q�:

�26�
Das ergibt sich sofort aus (8) und (9), ist aber evident, wenn man

beachtet, daÞ jeder geordnete Wurzelbaum mit n Knoten aus einer
gewissen Anzahl i vonTeilbÌumen mit n1; . . . ; ni Knoten besteht, wobeiP

n j � nÿ 1 ist. Die Folge der cn�q� beginnt mit 1; 1; 2; 4� q;
8� 4q � 2q 2; . . .
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Es wÌre interessant, ob es eine einfachere Rekurrenz als (26) oder der
Gleichung

Gn�x� 1; 1� � Gnÿ1�x; 1� � q x
X
i�1

Gnÿ1�x� i; 1�

gibt oder ob explizite Formeln fÏr cn�q� existieren.
AbschlieÞend seien noch einige weitere Situationen erwÌhnt, in

welchen die q-Catalanzahlen auftreten.
a) Sei Sn;r die Menge aller Permutationen � � ��1���2� . . . ���r ÿ 1�n�

der Multimenge h1rÿ1; 2 rÿ1; . . . ; nrÿ1 i; welche 212 ^ frei sind. Damit
ist gemeint, daÞ fÏr i < j < k die Elemente ��i�; �� j�; ��k� nicht in
der Beziehung �� j� < ��i� � ��k� stehen dÏrfen.
Z.B. sind 312213; 311223 oder 323211 nicht 212 ^ frei. Die unter-

strichenen Elemente bilden nÌmlich ein 212 ^Muster.
Wennwir in einer Permutation � 2 Sn;r die Elemente 1betrachten,

so zerlegen diese die Permutation in der Form

� � �0 1�1 1 . . . 1� rÿ1; �27�
wobei jedes�j 2 S�n j; r ist und n0 � n1 � � � � � nrÿ1 � nÿ 1 ist.S�n;r unter-
scheidet sich von Sn;r nur dadurch, daÞ die Elemente 1; 2; . . . n durch
andere natÏrliche Zahlen k1 < k2 < � � � < kn ersetzt sind. Die 212 ^
Freiheit bedeutet gerade, daÞ jedes Element von �i grÎÞer als jedes Ele-
ment von �i�1 ist.
Aus (27) ergibt sich, daÞ man die Mengen Sn;r folgendermaÞen

konstruieren kann: Man beginnt mit S1;r. Diese Menge erthÌlt nur die
Permutation 11 . . . 1 � 1rÿ1: Wurde Sn;r bereits konstruiert, so fÏge
man bei jedem � 2 Sn;r jeweils r ÿ 1 aufeinander folgende Elemente
n� 1 an einer beliebigen Stelle ein, die entweder vor oder unmittelbar
hinter dem ersten Abstieg von � liegt. (Der erste Abstieg einer Permuta-
tion ��1� . . .��m�, ist die kleinste Zahl imit ��i� > ��i � 1� bzw. i � m;
wenn es keine solche Zahl gibt).
FÏr r � 3 ergibt sich auf diese Weise (der erste Abstieg ist unter-

strichen):

S1;3 � 11
S2;3 � 2211; 1221; 1122;
S3;3 � 332211; 233211; 223311;

331221; 133221; 123321;
122331; 331122; 133122;
113322; 112332; 112233
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FÏr � 2 Sn;r de¢nierenwir ein Gewicht w��� rekursivdurch

w��� �
Yrÿ1
j�0

q j n jw��j�: �28�

Dann gilt

w�Sn�1;r� �
X

n0� ... nrÿ1�n
q n1�2n2������rÿ1�nrÿ1

Yrÿ1
j�0

w�Sn j ; r�: �29�

Aus [3] (8) ergibt sich daraus w�Sn;r� � Cr
n�q�:

Aus (28) folgt sofort, daÞ w��� � q���� ist, wobei �r ÿ 1����� die
Anzahl der Paare �i; j� mit i < j und ��i� < �� j� ist.
Somit gelt X

�2Sn; r
q���� � Cr

n�q�: �30�

Z.B. ergibt sich fÏr r � 3

w�S3;3� � w�112233� � w�112332� � w�122331� � w�113322�
� w�123321� � w�133122� � w�133221� � w�233211� � w�223311�
� w�331122� � w�331221� � w�332211� � q 6 � q 5 � q 4 � q 4

� q 3 � q 3 � q 2 � q � q 2 � q 2 � q � 1 � q 6 � q 5 � 2q 4

� 2q 3 � 3q 2 � 2q � 1 � �3 �2 � 3
2

� �
q 3�1 � C 3

3�q�:
Man kann auch eine einfache gewichtsbewahrende Bijektion von der

Menge der r-Ìren WurzelbÌume t mit jtj � rn� 1 Knoten auf Sn;r
angeben:Man ordne demBaum, der nur aus derWurzel besteht, die leere
Permutation zu. Hat t dieTeilbÌume t0; . . . ; trÿ1; so sei

��t� :� ��t0�� 1��t1�� 1 . . . 1��trÿ1��: �31�
Dabei ist ��trÿj�� jene Permutation, die man erhÌlt, wenn man in

��trÿj� jedes Elementk durch k� 1� i�trÿ1� � � � � � i�trÿj�1� ersetzt.
FÏr r � 2 ¢nden sich Ìquivalente Resultate in [7].

b) Eine kleine Modi¢kation liefert das folgende Resultat:
Sei sn;r die Menge aller 212^ freien Permutationen von h1r;

2r; . . . ; nr i mit der Eigenschaft, daÞ fÏr jedes j nach dem letzten j in
��1� . . . ��n� kein grÎÞeres Element folgen kann.
Dann gilt X

�2 s n; r
q���� � Cr

n�q�: �32�
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Der Beweis ergibt sich sofort daraus, daÞ es eine gewichtsbewah-
rende Bijektion  : Sn;r ! sn;r gibt :

 ��� :�  ��0� 1 ��1� 1 . . . 1 ��rÿ1�1:
Dann ist klar, daÞ das die gesuchte Bijektion ist, da jedes Element

genau r-mal auftritt und hinter dem letzten j kein grÎÞeres Element
auftreten kann.
Sei z.B. r � 2: Dann besteht S3;2 aus den Permutationen 123, 132,

231, 312, 321. Es ergibt sich

 �123� � 1 �23�1 � 1�2 �3�2�1� 123321
 �132� � 1 �32�1 � 1� �3�22�1� 133221
 �231� �  �23�11 � �2 �3�2�11� 233211
 �312� �  �3�1 �2�1 � �33�1�22�1 � 331221
 �321� �  �32�11 � � �3�22�11� 332211.

Das Gesamtgewicht ist q 3 � q 2 � q � q � 1 � �2�2 � q 3 � C 2
3�q�:

c) Sei Un;r die Menge aller 122 ^ freien Permutationen von < 1rÿ1;
2 rÿ1; . . . ; nrÿ1 > : Z.B. ist

U3;3 � f323121; 321321; 332121; 323112; 321312; 321132; 332112;
323211; 322311; 322131; 322113; 332211g:

Unter einem Anstieg einer Permutation ��1� . . .��m� verstehen wir
ein imit ��i� < ��i � 1� oder i � m:
Z.B. sind die Anstiege von 321312 die Zahlen 3; 5; 6: LÌÞt man in

� 2 Un;r alleElementeweg, die grÎÞer alsk sind �k � 2; . . . ; n�; so erhÌlt
man �k 2 Uk;r:
FÏr � � 332121 ist �2 � 2121 und �1 � 11:
Wir ordnen nun jedem � 2 Un;r die Folge 1; 2; . . . ; n zu, wobei k

der erste Anstieg von �k ist.
Dann gilt r ÿ 1 � k � kÿ1 � r ÿ 1 und 1 � r ÿ 1. Umgekehrt

liefert jede derartige Folge ein eindeutig bestimmtes � 2 Un;r:
Denn man kann sukzessive �1; �2; . . . ; �n � � konstruieren, indem

man in �kÿ1 an geeigneten Stellen die r ÿ 1 Elemente k einfÏgt. Da �k
122 ^ frei ist, mÏssen die ersten r ÿ 2 Stellen �k�1� � � � � �
�k�r ÿ 2� � k sein. Das �r ÿ 1�-te Elemente k kann vor der i-ten Stelle
von �kÿ1 stehen fÏr i � 1; . . . kÿ1 � 1: Dann wird k der Reihe nach
kÿ1 � r ÿ 1; r ÿ 1; r; . . . ; kÿ1 � r ÿ 2:
Ist z.B. r � 3 und n � 5; �1; 2; 3; 4; 5� � �2; 4; 2; 3; 5�; so

erhalten wir 11; 2211; 323211; 43243211; 5543243211:
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Setzt man �k � k ÿ �r ÿ 1�; so ist �1 � 0 und 0 � �k � �kÿ1�
r ÿ 1: Somit gilt fÏr w��� � q�1������n wegen [3]X

�2Un; r

q�1������n �
X
�2Un; r

w��� � Cr
n�q�: �33�

Z.B. ist

w�323121� � q0�0�0 � 1

w�321321� � q0�0�1 � q

w�332121� � q0�0�2 � q2

w�323112� � q0�1�0 � q

w�321312� � q0�1�1 � q2

w�321132� � q0�1�2 � q3

w�332112� � q0�1�3 � q4

w�323211� � q0�2�0 � q2

w�322311� � q0�2�1 � q3

w�322131� � q0�2�2 � q4

w�322113� � q0�2�3 � q5

w�332211� � q0�2�4 � q6

Somit ist w�U3;3� � 1� 2q � 3q 2 � 2q 3 � 2q 4 � q 5 � q 6 � C 3
3�q�:

FÏr r � 2 und q � 1 wurde diese Methode in [8] verwendet.
d) SeiVn dieMenge aller 212 ^ freien Permutationen aller Multimengen
h1r1 2 r2 . . . krki; k � n mit ri � 1 und r1 � � � � � rk � n und der
Eigenschaft, daÞ nach dem letzten j in ��1� . . .��n� kein grÎÞeres
Element folgen kann. Es ist also speziell immer ��n� � 1:
z.B. istV1 � f1g;V2 � f11; 21g;
V3 � f111; 121; 211; 221; 321g
V4 �{1111,1121,1211,1221,1321, 2111, 2211, 2221, 2321, 3121, 3211, 3221,

3321, 4321}.
FÏr alle � 2 Vn sei w��� :� q ����; wobei ���� die Anzahl aller

Paare �i; j� in � ist mit i < j; wobei j das letzte der Elemente, die
gleich j sind, ist.
z.B. ist w�1121� � q 2; weil es 2 Paare �1; 2� gibt. Dagegen ist
w�1221� � q; weil es nur ein Paar �1; 2� gibt.
Wir de¢nieren nun eine gewichtsbewahrende Bijektion � von der

MengeTn�1 aller geordnetenWurzelbÌume mit n� 1 Knoten auf die
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MengeVn :
��t� sei die leere Permutation fÏr den Baum mit jtj � 1: Sind
t0; t1; . . . ; trÿ1 dieTeilbÌume von t, so sei

��t� :� ��t0��1��t1��1 . . .��trÿ1��1; �34�
wobei ��trÿj�� aus ��trÿj� entsteht, indem man in ��trÿj� jedes
Element l durch l � 1� i�trÿ1� � � � � � i�trÿ j�1� ersetzt.
Man sieht leicht, daÞ � eine Bijektion ist und daÞ � gewichtsbe-

wahrend ist. Ist i�t� � k; so ist��t� eine Permutation derMultimenge
h1r1 . . . krki:
Somit ergibt sichX

�2Vn

q � ��� � w�Vn� � cn�q�: �35�

Aus (34) folgt, daÞ man die Permutation � � ��t� von rechts nach
links erhÌlt, wenn man den Baum t in der Horizontalrichtung von rechts
nach links durchlÌuft, die inneren Knoten fortlaufend mit 1; 2; . . . ; k
numeriert und vor jedem Besuch einesTeilbaumes den entsprechenden
Knoten notiert. Ist umgekehrt � gegeben, so zeichne man die Wurzel,
zÌhle ab, wie oft 1 in � auftritt und zeichne so viele Kanten. Dann
iteriere man das Verfahren mit den Kanten 2, usw. Aus (34) folgt
sofort, daÞ w�1iV�n � � c�i�n �q� ist.
z .B. ist w�11V�3 � � w�11222� � w�11232� � w�11322�� w�11332�
�w�11422� � q6 � �2� q�q4 � q2 � c23�q�:
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