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Gleichverteilung und die willkÏrlichen
Funktionenvon Poincar�e,Teil II

Von

E. Hlawka
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 25. MÌrz 1999

durch das w. M. Edmund Hlawka)

Einleitung

Tullio Levi-Civita hat die fundamentale Erkenntnis gefunden, daÞ die
Gleichungen fÏr die Bewegung der Planeten auf die homogene Schwin-
gungsgleichung zurÏckgefÏhrt werden kÎnnen. Diese Erkenntnis wurde
von Pythagoras und Kepler schon in der Form erahnt, daÞ den Planeten
TÎne zugeordnet wurden.
E. Stiefel hat dasWerk in seinem mit G. Scheifele verfaÞten Buch [7]

dargestellt und weitergefÏhrt. Die Erkenntnis von Levi-Civita ermÎ-
glichtes nun, dieTheorie der Gleichverteilung auf dieTheorie der Plane-
tenbewegungen anzuwenden.
Es ist weiters bekannt, daÞ auch dasModell von Friedmann-Lemâ�tre-

Milne-Heckmann, und damit die Friedmannsche Gleichung auf die
homogene Schwingungsgleichung zurÏckgefÏhrt werden kann. DieTat-
sache, daÞ es mehrere Planetenbahnen gibt, hat mich dazu angeregt, rein
mathematisch auch mehrereWelten einzufÏhren. Damit will ich nichts
Ïber die tatsÌchliche Existenz solcher Welten aussagen (Dies gilt viel-
leicht noch mehr fÏr die Anmerkung 4). Es ist mir bewuÞt, daÞ ich mich
damit am Rande des fÏr einen Mathematiker Erlaubten bewege.
Als ErgÌnzung zu der imText angegebenen Literatur verweise ich auf

dasWerk vonJan von Plato [6].



Ich mÎchte noch bemerken, daÞ die Kenntnis vonTeil I nicht voraus-
gesetzt wird, die LektÏre des Epiloges wird allerdings empfohlen.
Zum SchluÞ mÎchte ich Frau MarianneWenger meinen herzlichsten

Dank fÏr die Abfassung des Manuskripts aussprechen.

1

Wir betrachten zunÌchst die Gleichung

d 2r
dt 2
� K
r 2
� 0 �1�

nach derMethode vonLevi-Civita, die dannvor allemvonE. Stiefel ([7])
entwickelt wurde.
Wir gehen direkt vor, indem wir die von Levi-Civita angegebene

LÎsung veri¢zieren.
Es sei ! eine beliebige positive Zahl, und wenn K> 0 ist, dann de¢-

nierenwir die positive Zahl a durch

a 2 � K
2! 2

: �2�

Dann setzenwir als LÎsung von (1) an:

r � a 2
ÿ
cos�!� �  ��2; �3�

wo  modulo 2� bestimmt ist und de¢nieren die Zeit T durch das
Integral

t �
Z

rd�; �4�

welches nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.
Es ist also

dt
d�
� r:

Wir nennen � die ¢ktive Zeit im Gegensatz zur Zeit t.
Wir zeigen nun, daÞ die Funktionen r(� ) und t(� ) eine Parameterdar-

stellung der LÎsungen von (1) sind. Zu diesem Zweck de¢nieren wir als
Geschwindigkeit

v � dr
dt

�5�
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und benÏtzen, daÞ

v � dr
d�

�
dt
d�

ist, und erhalten

v � 2!
sin 2�!� �  �

1� cos�2�!� �  �� � ! tg!�� �  �:

Es wird also (wir setzen ��!� � )
v 2

2
ÿ K

r
� 2! 2

�
�tg �� 2 ÿ 1

�cos �� 2
�
� ÿ! 2; �6�

da

1
cos2 �

ÿ tg2� � 1

ist.
Es ist nun

dv
dt
� d 2r

dt 2
;

die Di¡erentiation von (6) ergibt (1). Dabei muÞ

dt
d�
6� 0

sein. Es ist rÏckblickend (6) die Energiegleichung mit der Integrations-
konstanten ! 2. Es ist

u � a cos�!� �  � �7�
die LÎsung der Schwingungsgleichung

d 2u
d� 2
� ! 2u � 0 �8�

mit den Anfangsbedingungen

u�0� � a cos ; u 0�0� � ÿ!a sin :

WÌhlen wir nun eine gleichverteilte Folge ('k) modulo 1, so erhalten wir
die Schar der LÎsungen � k � 2�'k�

uk��� � a cos�!� �  k�; �9�
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und fÏr (1) die Schar der LÎsungen

rk��� � u 2
k��� � a 2 cos 2�!� �  k� �10�

und

tk �
Z �

0
rk���d�� Ck;

wo Ck Konstante sind.

2

Wir betrachten nun s solche Gleichungen (10) mit Konstanten K j, also

d 2r j

dt 2
� K j

�r j� 2 � 0 �1 0�

( j�1, . . . , s). Ein Beispiel: Es seien s Teilchen p j mit den Massen m j fÏr
j�1, . . . , s gegeben, die von einem Stern S mit der Masse M nach dem
Newtonschen Gesetz angezogenwerden. Dabei ist dann

K j � G�M � m j�
(G> 0 Konstante).
Es seien die zugehÎrigen Energiekonstanten ! 2

1; . . . ; ! 2
s mit

! 2
1 � � � � � ! 2

s � E

die Gesamtenergie.
Weiter sei (aj positiv)

a 2j �
K j

2! 2
j
; �2 0�

dann sindwiederLÎsungen des Systems (10) gegeben durch � k
j �2�' k

j �
r j
k � u 2jk��� �

ÿ
a j
�2
cos
ÿ
!j� �  j

k

�2
;

wo �'1
k; . . . ; ' s

k� eine gleichverteilte Folge in Es ist.Weiter ist dann

t j
k �

Z �

0
r j
k���d�:

Wir erhalten die sGeschwindigkeiten

v
j
k � !j tg�!j� �  j

k�
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und �ujk; . . . ; usk� sind LÎsungen des Gleichungssystems

d 2uj
d� 2
� ! 2

j uj � 0 �80�

mit den Anfangsbedingungen

ujk�0� � a j cos
ÿ
 

j
k

�
;

da

dujk�0�
d�

� ÿ!ja
j sin
ÿ
 

j
k

�
:

Wir haben bis jetzt den Fall betrachtet, daÞ alle Kj positiv sind.Wir
untersuchen nun den Fall, daÞ alleKj negativ sind (man kÎnnte natÏrlich
auch den Fall nehmen, daÞ nur einTeil derKj positiv sind, und die ande-
ren Kj negativ sind. Dies wollenwir der KÏrze halber nicht besprechen).
Dann de¢nieren wir die aj durch die Gleichung �K 0j � Kj�

a 2j � ÿ
K1

! 2
j
� K 0j
! 2
j
: �2 00�

Wir nehmen jetzt die uj von der Gleichung

d 2uj
d� 2
ÿ ! 2

j uj � 0;

also

uj � cos�!� �  j�
(wir benÏtzen jetzt die hyperbolischen Funktionen cos, sin, tan). Es wird
dann

r j � �uj�2 � �cos�!� �  j��2
und

vj � !jtan!�� �  j�:
Es wird also ��i � !j�� �  j��

v 2
1

2
� Kj

rj
� !j

�
�tan �j�2 � 1

�cos �j�2
�
� ! 2

j

fÏr j�1, . . . , s. Hier habenwir benÏtzt, daÞ cos2 ÿ sin2 � 1 ist.
Wir wollen die beiden FÌlle: Fall I (alle Kj grÎÞer 0) und Fall II (alle

Kj < 0) nochweiter untersuchen, indemwir auf die FÌlle eine stereogra-
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phische Abbildung ausÏben. Es wird sich zeigen, daÞ wir im Falle I, in
dem trigonometrische Funktionen bei der Darstellung der LÎsungen
verwendet wurden, jetzt hyperbolische Funktionen benÏtzen werden
mÏssen, dagegen ist es im Fall II gerade umgekehrt.
Besprechen wir jetzt Fall I und kehren wir jetzt zum Fall (10) zurÏck.

Es ist also Xs
j�1

�
Kj

rj
ÿ v 2

j

2

�
�
Xs
j�1

! 2
1 � E: �11�

Wir setzen fÏr j�1, . . . , s

Aj � 1����
E
p

��������������������
� 22jÿ1 ÿ � 22j

q
: �12�

Es istA2
1 � � � � �A2

s � 1.Wir setzen nun

�2jÿ1 � �2j �
����
E
p

Aje
#j �131�

�2jÿ1 ÿ �2j �
����
E
p

Aje
ÿ#j ; �132�

also

�2jÿ1 �
����
E
p

Ajcos#j �141�
und

�2j �
����
E
p

Ajsin#j: �142�
Wir fÏhren nun dieVariablen x1; . . . ;x2s durch die (stereographische)

Projektion in bezug auf das Hyperboloid (10) ein:

x2jÿ1 � x2j �
����
E
p �2jÿ1 � �2j

1ÿ �2s���
E
p

�
����
E
p Aje#j

1ÿAs sin#s

und

x2jÿ1 ÿ x2j �
����
E
p �2jÿ1 ÿ �2j

1ÿ �2s���
E
p

�
����
E
p Ajeÿ#j

1ÿAs sin#s
:

Es ist also

x2jÿ1 �
����
E
p Aj cos#j

1ÿAs sin#s
�151�

und

x2j �
����
E
p Aj sin#j

1ÿAs sin#s
: �152�
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Setzen wir

�j �
����������������������
x 2
2jÿ1 ÿ x 2

2j

q
�

����
E
p Aj

1ÿAs sin#s
; �16�

so wird

x2jÿ1 � �j cos#j; x2j � �j sin#j:
Es ist insbesondere

cos#j � x2jÿ1
�j

: �17�

Wir setzen nun

z � x2jÿ1 �
����
E
p As cos#s

1ÿAs sin#s
: �18�

Es ist dann

cos#j � Aj

As

z
�j
: �19�

Wir haben nun

�j�1ÿAs sin#s� �
����
E
p

Aj

oder

�j ÿ
����
E
p

Aj � �jAs sin#s

oder

��j ÿ
����
E
p

Aj�2 � �2j A2
s sin#s: �20�

Es ist nun

cos2#s ÿ sin2#s � 1; ���
also erhalten wir fÏr die rechte Seite von (20) nach (19)

�2j A
2
s

��
Aj

As

z
uj

�2

ÿ 1

�
� A2

1z
2 ÿ �2j A2

s :

Setzenwir dies in (15) ein und quadrieren die rechte Seite von (20) aus,
so erhaltenwir

�2j �1�A2
s � ÿ 2

����
E
p

Aj�j � �Eÿ z2�A2
j � 0: �21�
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Dividieren wir diese Gleichung durch den Koe¤zienten 1�A2
s von

�2j und ergÌnzen auf ein Quadrat, so erhaltenwir�
r j ÿ Aj

����
E
p

1�A2
s

�2

ÿ A2
j

1�A2
s
z2 ÿ EA2

j A
2
s

�1�A2
s �2

:

Setzenwir fÏr �j die De¢nition (16) ein, so erhaltenwir fÏr j�1, . . . , s

A2
j

1�A2
s
z2 ÿ

� ����������������������
x 2
2jÿ1 ÿ x 2

2j

q
ÿ Aj

����
E
p

1�A2
s

�2

� EA2
j A

2
s

�1�A2
s �2

: �22�

Wir haben vor uns s FlÌchen ( j�1, . . . , s) im �x2jÿ1;x2j; z�-Raum.
Auf der Gesamtheit dieser FlÌchen, die nur in der z-Koordinate

zusammenhÌngen, liegt die �-Kurve, die wir vorher studiert haben.Wir
setzen

�2jÿ1 � Kj

�a jcos�!j� �  j
k��2

; �2j � vj���
2
p � !j tan!j�� �  j

k����
2
p :

Die FlÌchen hÌngen noch durch die Gleichung

A2
1 � � � � �A2

s � 1 �23�
zusammen.
Betrachten wir nun den Fall IIXs

j�1

�
Kj

rj
� v 2

j

2

�
�
Xs
j�1

! 2
j � E: �11 0�

Statt dem Hyperboloid in Fall I habenwir jetzt die SphÌre

� 21 � � � � � � 2s � E:

Wir setzen jetzt fÏr j�1, . . . , s

Aj � 1����
E
p

��������������������
� 22jÿ1 � � 22j

q
: �12 0�

Es gelten dann statt �141�, �142� die Formeln

�2jÿ1 �
����
E
p

Aj cos#j �14 01�
und

�2j �
����
E
p

Aj sin#j: �14 02�
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Wir haben statt den hyperbolischen Funktionen cos und sin die
trigonometrischen Funktionen. Die stereographische Projektion lautet
jetzt (sie ist tatsÌchlich die klassische Projektion in bezug auf die SphÌre)

x2jÿ1 �
����
E
p Aj cos#j

1ÿAs sin#s
�15 01�

und

x2j �
����
E
p Aj sin#j

1ÿAs sin#s
: �15 02�

Die De¢nition (16) ist nun abzuÌndern

�j �
����������������������
x 2
2jÿ1 � x 2

2j

q
; �16 0�

(17), (18), (19) und (20) bleiben unverÌndert, es sind nur die hyperbo-
lischen durch die trigonometrischen Funktionen zu ersetzen. Jetzt ist
fÏr die weitere Rechnung die Formel (�) durch die Formel

cos2 #s � sin2 #s � 1

zu ersetzen. Dies bedeutet, daÞ nun (21) so lautet

�2j �1ÿA2
s � ÿ 2

����
E
p

�jAj �A2
j �z2 � E� � 0: �21 0�

Wir setzen nun voraus, daÞ

A2
s < 1 ����

ist. Der Fall A2
s � 1 wÏrde bedeuten, daÞ alle anderen Aj gleich Null

sind.
Wir dividieren (210 ) durch 1ÿA2

s , ergÌnzen wieder in �j auf ein
Quadrat und erhalten�

�j ÿ Aj
����
E
p

1ÿA2
s

�2

� A2
1z

2

1ÿA2
s
� EA2

j A
2
s

�1�A2
s �2

:

Setzen wir wieder fÏr �j die Formel (160) ein, so erhalten wir sTori� ����������������������
x 2
2jÿ1 � x 2

2j

q
ÿ Aj

����
E
p

1ÿA2
s

�2

� A2
j

1ÿA2
s
z2 � EA2

j A
2
s

�1ÿA2
s �2

: �22 0�

FÏr j�1, . . . , s im �x2jÿ1;x2j; z�-Raum setzen wir

�2jÿ1 � Kj

�a jcos�!j� �  j
k��2

; �2j � !j tan�!j� �  j
k�:
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Scha¡enwir in (22) noch die Quadratwurzel weg, so erhalten wir�
x 2
2jÿ1 ÿ x 2

2j �
A 2

j

1�A 2
s
z2 ÿ EA 2

j

1ÿA 2
j

�1�A 2
s �2
�2

� x 2
2jÿ1 ÿ x 2

2j ÿ
4EA2

j

�1�A2
s �2

:

Es sind dies also FlÌchen vierter Ordnung, so wie dies auch im Fall I,
wo wir jaTori vor uns haben, der Fall ist.Wir wollen aber trotzdem die
Formeln hinschreiben:�
x 2
2jÿ1 � x 2

2j �
A2

j

1ÿA2
s
z2 ÿ EA2

j

1�A2
j

�1ÿA2
s �2
�2

� ÿÿx 2
2jÿ1 � x 2

2j

�� 4EA2
j

�1ÿA2
s �2

:

3

Wir behandeln jetzt den zweidimensionalen Fall

d 2x
dt 2
� Kx

r 2
� 0; �1�

woxderVektor �x1;x2� und r �
�����������������
x 2
1 � x 2

2

p
ist. Die zugehÎrige Schwin-

gungsgleichung ist

d 2u
d� 2
� ! 2u � 0: �2�

Es sei a eine positive Zahl, dann gilt

a! 2 � K:

Es sei

u � �u1; u2� � �A cos�!� �  �; B sin�!� �  ��:
Wir setzen

A � ��
a
p

cos
a
2
; B � ��

a
p

sin
a
2
: �3�

Es wird alsoA2 � B 2 � a. Wir setzen noch

E � !� �  �4�
und nennen sie, wie in der Astronomie Ïblich, die exzentrische Ano-
malie.Wir kÎnnen also denVektor u in der Form schreiben

u � ��
a
p �

cos
a
2
cos

E
2
; sin

�

2
sin

E
2

�
: �5�
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Wir setzen im AnschluÞ an Levi-Civita

x1 � u 21 ÿ u 22
x2 � 2u1u2: �6�

Um zu viele Indizes zu vermeiden, schreibenwir x1 � x; x2 � y und
haben also �i � ������ÿ1p �

x� iy � �u1 � iu2�2: �7�

Weiter setzen wir fÏr die Zeit t

t �
Z

rd�: �8�

� heiÞt natÏrlich wieder die ¢ktive Zeit. Es wird dann unter BenÏtzung
der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

x � a�cos�� cosE� �9�
y � a sin� sinE �10�

und

r �
��������������
x2 � y2

p
� a�1� cos� cosE�: �11�

FÏr den Geschwindigkeitsvektor v erhalten wir nach (8)

~v �
�
dx
dt
;
dy
dt

�
�
�
dx
d�
;
dy
d�

�
d�
dt
�
�
dx
d�
;
dy
d�

��
r:

Es ist

dx
d�
� ÿa! sin �; dy

d�
� a! sin a cosE:

Es wird also

~v � !

1� cos� cosE
�ÿ sinE; sin� cosE� �12�

und fÏr das skalare Quadrat der Geschwindigkeit

v2 � ! 2

�1� cos� cosE�2
ÿÿ sin2 E� sin2 � cos2E

�
: �13�
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Wir betrachten auch gleich den Ausdruck

�x; _x� � x
dy
dt
� y

dx
dt
: �14�

Man nennt diesen Ausdruck bekanntlich die FlÌchengeschwindigkeit.
Wir erhalten nach kurzer Rechnung

�x; _x� � 2a! sin�: �15�
Diese FlÌchengeschwindigkeit ist also konstant (zweites Keplersches

Gesetz). Aus (9) und (10) ist sofort ersichtlich, daÞ hier eine Ellipse mit
dem Parameter E vorliegt von der Gestalt�

x
a
ÿ cos�

�2

�
�

y
a sin�

�2

� 1:

Es handelt sich also um eine Ellipse mit Mittelpunkt (e,0), wo

e � a cos� �
���������������
a 2 ÿ b 2
p

�16�
ist, die groÞe Achse ist a, die Nebenachse b� a sin�. Der eine Brenn-
punkt dieser Ellipse liegt im Nullpunkt (0,0) (die Sonne) (erstes
Keplersches Gesetz). Es ist e die ExzentrizitÌt und

" � cos� � e
a

�17�
ist die numerische ExzentrizitÌt. Um die bekannte Darstellung der
Ellipse in Polarkoordinaten zu erhalten, mÏssenwir denWinkel� (wahre
Anomalie) durch

cos� � x
r
� cos�� cosE

1� cos� cosE
�18�

und

sin� � y
r
� sin� sinE

1� cos� cosE
�19�

einfÏhren. Es wird

1ÿ cos� cos� � sin2 �
1� cos� cosE

� a sin2 �
r

: �20�

Man bezeichnet oft auch �0 ��ÿ� als die wahreAnomalie. Aus (20)
folgt sofort die gesuchte Darstellung

r � a sin2 �
1ÿ cos� cos�

� a sin2 �
1� cos� cos�0

� p
1� cos� cos�0

:
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Es ist
p � a sin2 � � a�1ÿ "2�;

der sogenannte Parameter der Ellipse.
Es sei noch bemerkt, daÞ bei unserer Darstellung � von der ¢ktiven

Zeit � ,  und ! abhÌngt.Wenn wir jetzt die FlÌchengeschwindigkeit in
Polarkoordinaten x� r cos �, y� r sin � ausdrÏcken, so erhaltenwir die
berÏhmte Formel von Kepler

r2
d�

dt
� a! sin� � 2a!"�; �21�

wo

"� �
�������������
1ÿ "2
p

�22�
ist.
Um in dieser Formelkette noch weiter fortzusetzen, die heutzutage

trivial erscheint, die aber eine lange Entwicklung hinter sich hat, bilden
wir uns

1� cos� � �1� cos���1� cosE�
1� cos� cosE

und

1ÿ cos� � �1ÿ cos���1ÿ cosE�
1� cos� cosE

und erhalten

tg2
�

2
� 1ÿ cos�

1� cos�
� 1ÿ cos�

1� cos�
1ÿ cosE
1� cosE

� 1ÿ cos�
1� cos�

tg2
E
2
;

also die bis heute verwendete berÏhmte Formel

tg
�

2
�

�����������
1ÿ "
1� "

r
tg
E
2
: �23�

Wenn wir noch einmal auf (11) zurÏckkommen, so erhalten wir fÏr
E�� das Perihel �� a(1ÿcos�), also wenn wir cos�� " positiv
annehmen, den kleinstenWert fÏr r, also das Perihel, und fÏr E� 0 den
grÎÞtenWert, das Aphel. Es muÞ dann bei unserer Darstellung

!� �  � 0
sein, also

t � ÿ 
!
:

Wir werden darauf noch zu sprechen kommen.
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Wir kÎnnen aus (21) denWinkel � noch explizit durch t darstellen: Es
ist

d�

dt
� K

a!"�

r 2
:

Es ist also

d�

d�
� d�

dt
dt
d�
� a!"�

r
;

also

� � !"�
Z

d�
1� " cosE :

Wir wollen noch t als Funktion von E darstellen

t � a
Z �

0
�1� cos a cosE�d�;

wobei

E � !��  
war. Es wird also

t � a

�
� � " sinE

!

�
� C;

wo C eine Konstante ist, nÌmlich bei uns

C � ÿ a sin 
!

:

Es besitzen cos E bzw. sin E die Periode (�/!). Es wird daher die
Umlaufzeit

T � a2�
!
:

Nun ist ! �
���
K
p
a , also wird

T � a 3=2����
K
p 2�;

also

T 2

a 3
� 4�2

K
(drittes Keplersches Gesetz).
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Es ist nun (3) und (11)
K
r
� ! 2

1� cos� cosE
: �24�

BenÏtzenwir (18), indemwir noch die Formel sin2��1ÿcos2�, ber-
Ïcksichtigen, so erhalten wir

v 2

2
� !

2

2
1ÿ cos2 � cos2E

�1� cos� cosE�2 ; �25�
dannwird also

v 2

2
ÿ K

r
� ÿ!

2�cos2 � cos2Eÿ 1� 2�1� cos� cosE�
�1� cos� cosE�2 ;

also wieder die Energiegleichung

v 2

2
ÿ K

r
� ÿ! 2: �26�

Di¡erenzierenwir (26) und die Gleichung (15) nach t, so erhaltenwir1

_x�x� _y�y � ÿK
r2
dr
dt

�27�
y�xÿ x�y � 0: �28�

Die Gleichungsdeterminante ist nun, wenn r 6� 0

x _x� y_y � r
dr
dt
6� 0

und wir erhalten die Newtonschen Formeln

�x � K
r 3

x

�y � K
r3
y: �29�

Wir betrachten noch kurz den Fall der Hyperbel.Wir brauchen nur
wieder die trigonometrischen durch die hyperbolischen Funktionen zu
ersetzen.Wir erhalten

x � a�Cos�� CosE� �50�
y � a Sin� SinE �60�
r � a�1� Cos� CosE�: �70�

1Die Gleichung (28) ist auch an und fÏr sich interessant und steht auch in anderer
Weise in engerVerbindungmit der Schwingungsgleichung (vgl. P. Funk,Variationsrech-
nung).
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Es wird �
x
a
ÿ cos�

�2

ÿ
�

y
a sin�

�2

� 1 ����

cos� � cos�� cosE
1� cos� cosE

� x
r

�180�

sin� � sin�� sinE
1� cos� cosE

� y
r
: �190�

Es wird

1ÿ cos� cos' � ÿ sin2 �
a�1� cos� cosE� : �200�

Wir erhalten

r � p
1ÿ cos� cos�

���
bzw. mit �0 ��ÿ�

p
1� cos� cos�

; ����
wo p�ÿ a sin2a ist.
Wir setzen noch "� cos �>1und e� a". Es wird

�x;x0� � a ! sin�: �150�
Wir kÎnnen nun, wie schon in x2, mehrere Planeten mit zugehÎrigen

!1, . . . ,!s mit

! 2
1 � � � � � ! 2

s � E

betrachten (Pythagoras nannte dies eine Harmonie).
Wir wollen noch studieren, was geschieht, wenn wir, sagen wir im

elliptischen Fall, eine Drehung auf diese Kegelschnitte ausfÏhren. Neh-
menwir eine Drehung mit der Drehgeschwindigkeit 
t. Es sei

x � � cos
t � � sin
t

y � ÿ� sin
t � � cos
t:

Es wird

_x � _� cos
t � _� sin
t � 
y

_y � ÿ _� sin
t � _� cos
t ÿ 
x:
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Daraus folgt

_x 2 � _y 2 � _�
2 � _� 2 � 
 2�x 2 � y 2� � 2
� _xyÿ _yx�

und

_xyÿ _yx � _�� ÿ _�� � 
�x 2 � y 2�:
Wendenwir (18) und (26) an, so erhalten wir

1
2

�
� _� 2 � _� 2� ÿ 
 2�� 2 � � 2� ÿ K

r

�
� ÿ! 2 ÿ 
a! sin�

und

_�� ÿ _�� � a! sin�ÿ 
�� 2 � � 2�:
Weiter ist jetzt

r 2 � � 2 � � 2 � x 2 � y 2:

Wir di¡erenzieren wieder und erhalten bei Au£Îsung der beiden
Gleichungen

�� ÿ 2
 _� �
�
K
r2
ÿ 
2

�
�

�� � 2
 _� �
�
K
r2
ÿ 
2

�
�:

FÏhrenwir auch in x1 eine Drehung durch

x � r cos
t

y � r sin
t;

so erhaltenwir analog

_x � _r cos
t ÿ 
r sin
t

_y � _r sin
t � 
r cos
t;

weiters

_x 2 � _y 2

2
� 1

2
�v 2 � 
r 2� � K

r
ÿ ! 2 � 1

2

r 2

und

ÿy _x� x_y � 
r 2:
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Di¡erenzieren dieser beiden Gleichungen und das Au£Îsen der di¡er-
enzierten Gleichungen liefert

�xÿ 2
_y �
�
ÿ K
2r2
� 
r

�
x
r

�y� 2
 _x �
�
ÿ K
2r2
� 
r

�
y
r

mit r2�x2� y2.

Anhang zu x3
Ersetzen wir in Formel (18) und (19) cos� durchX 0, sin� durchY 0, so
erhalten wir nach G. Kowalewski eine Transformation, welche in der
nichteuklidischen Geometrie wohl bekannt ist:

X 0 � X � cos�
cos�X � 1

; Y 0 � 2Y sin�
cos�X � 1

; ���

welche den Kreis X 2�Y 2�1 in den Kreis X 02�Y 02�1 ÏberfÏhrt.
Ersetzen wir in (�) die trigonometrischen Funktionen durch die hyper-
bolischen Funktionen, so erhalten wir dieTransformation

X 0 � X � cos�
X cos�� 1

; Y 0 � 2Y sin�
X cos�� 1

; �� ��

welche dieHyperbelX 2ÿY 2�1in denKreisX 02ÿY 02�1ÏberfÏhrt.
FÏhren wir homogene Koordinaten

X � �

�
; Y � �

�
; bzw: X 0 � � 0

� 0
; Y 0 � �

0

� 0

ein, so erhalten wir im elliptischen Fall die projektiveTransformationA

� 0 � � � � cos�
�0 � 2� sin�

�0 � � cos�� �:
Ordnenwir derTransformationA die MatrixA(�)

A��� �
1 0 cos�
0 sin� 0

cos� 0 1

24 35
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mit DeterminanteD� sin3� zu, so erhalten wir

Aÿ1 �
1 0 cos��

0 sin�� 0
sin�� 0 1

24 35Dÿ1
mit ����ÿ�.
Betrachten wir A(�1), A(�2), so erhalten wir fÏr die zusammenge-

setzteTransformationA(�1),A(�2) dieTransformationA(�3) mit

cos�3 � cos�1 � cos�2

1� cos�1 cos�2

sin�3 � sin�1 sin�2

1� cos�1 cos�2
:

Wirhaben also eineGruppe vor uns. Setzenwir sin�� tan�, so erhalten
wir

tan�3 � tan�1 � tan�2
1� tan�1tan�2

;

also

�3 � �1 � �2:
Im hyperbolischen Fall (��) ist Sin � durch tg � zu ersetzen.
Es liegt nahe, gleichverteilte Folgen (�N), insbesondere solche, die zu

pythagorÌischenTripel fÏhren, und die zugehÎrigenTransformationen zu
studieren, vgl. zu diesem Gegenstand auch x4.Wir wollen in einer ande-
ren Arbeit darauf nÌher eingehen.
Interessant ist die verkÏrzteTransformation

�0

�0

� �
� 1 cos�

cos� 1

� �
�
�

� �
;

bzw.

�0

�0

� �
� 1 cos�

cos� 1

� �
�
�

� �
;

mitDeterminante1ÿcos2� bzw.1ÿcos2�. Im zweiten (hyperbolischen)
Fall wird durch die inverse Abbildung der Kreis � 02� � 02�1 in
� 2ÿ �2�1 transformiert.
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4

Wir fÏhren nun auf x3 (9) und (10), welche wir jetzt in der Form schrei-
ben,

�x � a�cos�� cosE� �1�
�y � a sin� sinE �2�
�z � 0 �3�

eine DrehungD durch, welche wir als Produkt

D � D1D2D3 �4�
schreiben, wo

D1 �
cos
 sin
 0
ÿ sin
 cos
 0

0 0 1

24 35 �5�

D2 �
cos i 0 sin i
0 1 0

ÿ sin i 0 cos i

24 35 �6�

(i Inklination),

D3 �
cos  sin  0
ÿ sin  cos  0

0 0 1

24 35 �7�

ist, so erhalten wir

~X �
X
Y
Z

24 35 � D
~x
~y
0

24 35: �8�

Es ist

r 2 � X 2 � Y 2 � Z 2 � �x 2 � �y 2 � a 2�1� cos� cosE�2: �9�
Es wird weiter

~V � ~X_ � ~v
0

� �
; �10�

wo
~v � �~v1;~v2; 0�

in x3 (12) angegeben ist.
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Weiters besitzt das vektorielle Produkt

�~X; ~V� � �~X; ~X� � ��Y _Z�; �Z _X�; �X _Y ��

die Komponenten

�cos
 sin i; sin
 sin i; cos i���x; _�x�; �11�

wo ��x; _�x� in Formel x3 (15) gegeben ist. Da Det (X,Y, Z)� 0 ist, so ist

�Y _Z�X � �Z _X�Y � �X _Y�Z � 0;

also liegenX,Y, Z in der Ebene

cos
 sin iX � sin
 sin iY � cos iZ � 0: �12�
Schneiden wir diese Ebene mit Z� 0, so erhalten wir fÏr die Schnittge-
rade (aufsteigender Knoten)

X
Y
� ÿtg
 ���

und, wie aus (11) folgt

�Y _Z�2 � �Z _X�2 � �X _Y �2 � a 2! 2 sin 2 �: �13�

Wir erhalten weiter die Gleichung (nach x3 (29))
d 2~X
dt 2
� K~X

r 3
: �14�

Wir kÎnnen aus der DrehungD neue Drehungen

D�k; l;m� � Dk
1D

l
2D

m
3

erhalten, wo jetzt statt 
, i,  k
, li, m steht.WÌhlen wir 
, i,  als irra-
tionale Zahlen, welche mod 1 linear unabhÌngig sind, so kÎnnen wir,
wenn wir die ganzen Zahlen k, l, m passend wÌhlen, jede beliebige Dre-
hung beliebig genau approximieren.WÌhlen wir noch dazu eine gleich-
verteilte Folge ('k ) bzw. ("k), so kÎnnen wir, wenn wir ! als fest und
damita als fest annehmen, jedeAnfangslage des Systems beliebig approx-
imieren.
Es bleibt noch a festzulegen.Wir nehmen einen Punkt (x0, y0, y0) als

Anfangsbedingung.Wir wÌhlen die Koordinaten dieses Punktes in fol-
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genderWeise: Es seien �,  zwei Zahlen in Q(i ), also zwei verschiedene
komplexe rationale Zahlen � und  und es sei

x0 � iy0 � �2 ÿ 2 und z0 � �� � ��;

dann ist

a �
��������������������������
x 2
0 � y 20 � z 2

0

q
� j�j2 � jj2 > 0

und eine rationale Zahl.
Wenn � oder  gleich Null ist, so ist z0� 0 und der Punkt liegt in der

Ebene.
Haben wir mehrere Planeten, sagen wir s Planeten, so wÌhlen wir s

Paare von Zahlen �j , j , wobei die

aj � j�jj2 � jjj2
verschieden sind.
Damit sind auch die ! 2

j gegeben. Ob wir dadurch auch die Folge von
Titus-Bode erhalten, mÎge bis auf weiteres dahingestellt werden.2

NatÏrlich kÎnnen die Folgen auch zu einer beliebigen Dichte gleich-
verteilt sein.
WennwirnunaufdieDichteEins spezialisieren, erscheintes angenehm

z.B. solche Folgen zu nehmen, fÏr die "� cos�, "�� sin� rationaleZah-
len sind, d.h. pythagorÌischeTripel vorliegen.Das gilt auch fÏr

cos
E
2
� cos�!t � 'j� � cos'j cos!t � sin'j sin!t;

da ja

cos' � A������������������
A 2 � B 2
p ; sin' � B������������������

A 2 � B 2
p

war.
Mit pythagorÌischenTripeln habe ich mich schon frÏher beschÌftigt,

so in meiner Arbeit ([1]) und in der Arbeit ([3]).

2Dieses Gesetz, welches vielleicht nur approximativ gÏltig ist, hat stets Interesse auf
sich gezogen. Der Verfasser der vorliegenden Arbeit hat schon in seiner Jugend den
Versuch gemacht, durch Interpolation der vorliegenden Daten, ein solches Gesetz zu
¢nden. Es war wohl C.F. vonWeizÌcker der erste, der eine Herleitung dieses Gesetzes
versucht hat (Z. f. Astrophysik 22 (1944)). DerVerfasser plant, die GedankengÌnge von
WeizÌckers mit den vorliegenden Gedanken zu kombinieren.
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Wir betrachten hier s Primzahlen p1, . . . , ps von der Gestalt 4k�1, z.B.
fÏr s� 6 die Primzahlen 5, 13, 17, 29, 37, 41 (Zahlenmystik).
Jede solche Primzahl pj lÌÞt sich im GauÞschen ZahlkÎrper Q� ������ÿ1p �

eindeutig schreiben
pj � �j��j;

wo �j und ��j Primzahlen inQ� ������ÿ1p � sind.Wir de¢nieren nun Zahlen �j
durch

�j
j��jj � ei� j

fÏr j�1, . . . , s. Es sind diese sZahlen dividiert durch 2�modulo1 linear
unabhÌngig. Es ist also die Folge (k�1, . . . )�

k�1

2�
; . . . ;

k�s

2�

�
im EinheitswÏrfel Es gleichverteilt mit einer Diskrepanz (K absolute
Konstante)

Ds
N �

K�logN�s
N1=s

:

Es ist (L natÏrliche Zahl)

e
�����ÿ1p

L� j �
�
�j
j�jj
�L

und wenn L gerade 2g ist und

�j � aj �
������ÿ1p

bj

(aj, bj natÏrliche Zahlen) geschriebenwird, so wird

� 2
j � a 2j ÿ b 2j � 2

������ÿ1p
ajbj

j� 2
j j � a 2j ÿ b 2j ;

so ist

cos 2g'j �
�
a 2j ÿ b 2j
a 2j � b 2j

�g

� a 2jg ÿ b 2jg
a 2jg � b 2jg

sin 2g'j �
�

2ajbj
a 2j � b 2j

�g

� 2ajgbjg
a 2jg � b 2jg

:
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Wir wollen 
, i,  in der Formel fÏr die Drehung D zusammen behan-
deln.
Die zugehÎrigen Primzahlen, welche die zugehÎrigen pythagor-

ÌischenTripel liefern, wollen wir mit p1, p2, p3 bezeichnen, also z.B. 5, 13,
17. Dies gelingt so, daÞ wir die zugehÎrige unitÌreTransformation

a11 a12
a21 a22

� �
aufstellen, aus der dann in bekannterWeise die Darstellung vonD folgt.
Diese Darstellung vonD durch pythagorÌischeTripel gestattet weitere

Anwendungen, die hier nicht mehr behandelt werden sollen.
Wir setzen

a11 � �1�2
j�1jj�2j

a3
j�3j ; a12 � ��1�2

j�1jj�2j
b3
j�3j

a21 � �1��2
j�1jj�2j

b3
j�3j ; a22 � ��1��2

j�1jj�2j
a3
j�3j ; �15�

also z.B. wennwir dasTripel 5, 13, 17 nehmen, so wÌre

�1 � 1� 2
������ÿ1p

�2 � 3� 2
������ÿ1p

�3 � 1� 4
������ÿ1p
:

Es ist

�11�22 ÿ �12�21 � 1:

Weiters setzen wir

a0 � i
2
��11 � �22� � �a1a2 ÿ b1b2�a3=a 2

a1 � i
2
��12 � �21� � �a1a2 � b1b2�b3=a 2

a2 � ÿ i
2
��12 ÿ �21� � �b1a2 ÿ b2a1�b3=a 2

a3 � ÿ i
2
��11 ÿ �22� � �a1b2 � a2b1�a3=a 2;

�16�

wo

a 2 � �a 21 � b 21 ��a 22 � b 22 ��a 23 � b 23 �:
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Zu (1) gehÎrt die unitÌreTransformation

Z 0 � �11Z� �12

�21Z� �22
; �17�

also explizit

Z 0 � �2
��2

�1a3Z� i��jb3
i�1b3Z� ��1a3

: �18�

Zu (2) gehÎrt das Quaternion

�a1a2 ÿ b1b2�a3e0 � �a1a2 � b1b2�b3e1
� �b1a2 ÿ b2a1�e2 � �a2b1 � b1a2�a3e3;

wo e0, e1, e2, e3 die bekannten Quaternioneneinheiten sind.
DieTransformation (17) schreiben wir kurz

�11 �12

�21 �22

� �
� �1�2a3 i��1�2b3

i�1��2b3 ��1��2a3

� �
: �19�

Wir erhalten fÏr die DrehungD die folgende Darstellung

D �
C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

24 35;
wobei

C11 � a 20 � a 21 ÿ a 22 ÿ a 23

C22 � a 20 ÿ a 21 � a 22 ÿ a 23

C33 � a 20 ÿ a 21 ÿ a 22 � a 23

C23 � 2�a2a3 ÿ a0a1� C32 � 2�a2a3 � a0a1�
C31 � 2�a3a1 ÿ a0a2� C13 � 2�a3a1 � a0a2�
C12 � 2�a1a2 ÿ a0a3� C21 � 2�a1a2 � a0a3�:

Mankann jetzt fÏr (16) einsetzen. Eine ausfÏhrlicheDarstellung ¢ndet
sich in der Arbeit des Autors [4].
Man kann damit auch sphÌrische Dreiecke berechnen, dies soll an

anderer Stelle ausgefÏhrt werden.
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Anhang zu x4
Es liege eine Folge (xn)modulo1vor, welche zurDichte �mitDiskrepanz
D �

N gleichverteilt ist. Es sei L eine natÏrliche Zahl, dann betrachtenwir
nun die Gleichverteilung (wenn vorhanden) der Folge

1
xL
n
ÿ
�

1
xL
n

�
: ���

Bekanntlich gilt fÏr jede Funktion F von beschrÌnkterVariationV(F )
im Einheitsintervall E���� 1NXNk�1 F�xk� ÿ

Z 1

0
F�x���x�dx

���� � V�F�D �
N:

Es sei nun "> 0gegeben,welcheswir erst spÌter wÌhlenwerden.Es sei
dann fÏr "<x<1

F�x� � f

�
1
xL
ÿ
�

1
xL

��
und

F�x� � 1
"L�1

fÏr 0<x<". Dabei sei f periodisch mit der Periode 1 und beschrÌnkter
Variation.Wenden wir die obige Formel an, so haben wir zunÌchst das
Integral

J�"� �
Z 1

"

F�x���x�dx

zu studieren. Es ist

J�"� �
Z 1

"

��x�f
�

1
xL

�
dx:

Wir setzen xÿL� � als neueVariable, dann habenwir

J�"� � 1
L

Z 1="

1
�

�
�ÿ1=L

�
�ÿ
ÿ
1=L�1

�
f ���d�

� 1
L

X
k

�
Z k�1

k
�

�
�ÿ1=L

�
�ÿ
ÿ
1=L�1

�
f ���d�

� 1
L

X �
Z 1

0
�

�
�� � k�ÿ1=L

�
f ����� � k�ÿ

ÿ
1=L�1

�
d�:
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Setzen wir

�1��� � 1
L

X1
k�1

�

�
�� � k�ÿ1=L

�
�� � k�ÿ

ÿ
1=L�1

�
;

so ist also

J�"� �
Z 1

0
f ����1���d�:

Wir haben dabei einen Fehler gemacht, da jak nicht bis insUnendliche
geht. Da aber � beschrÌnkt ist, 0� ��A und da

P1
k�1�� � k�ÿ�1=L�1�

konvergent ist, so ist der Fehler� "AM, woM( f ) eine obere Schranke
fÏr f ist.
Wir wollen nun nochV( f ) abschÌtzen. Nehmen wir der Einfachheit

halber an, daÞ f sogar stetig di¡erenzierbar ist, dann ist im Intervall
"<x�1

f 0
�

1
xL

�
� Lf 0

�
1
"L

�
1

xL�1 ;

also wennM1 eine obere Schranke von f 0 ist,���� f 0� 1
xL

����� � M1
1

"L�1
;

Wir haben also insgesamt���� 1NX
xn�"

f

�
1
xL
n
ÿ
�

1
xL
n

��
ÿ
Z 1

0
f �x��1�x�dx

����
� D �

N

�
M1

"L�1
�A

�
� "�1�MA�;

da ja ���� 1NX
xn<"

1ÿ
Z "

0
��x�dx

���� � "AD �
N:

WÌhlen wir nun "N � D�1=�L�2��N , so erhalten wir���� 1N X
"N�xn

f

�
1
xL
n
ÿ
�

1
xL
n

��
ÿ
Z 1

0
f �x��1�x�dx

���� � C�D �
N��1=�L�2��:

Der Fall L�1 wurde schon (ohne RestabschÌtzung) von Dirichlet
behandelt (man vgl. meine Arbeit [3]), wo die AbschÌtzung auf anderem
Weg gefundenwurde).
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Analog behandeln wir den Fall

1ÿ
sin �2 xn

�L ÿ � 1ÿ
sin �2 xn

�L �:
Hier setzt man

1ÿ
sin �2 xn

�L � �:
Die neue Dichte wird

�1��� � 2
�L

X
k

�
ÿ
2
� arcsin �� � k�1=L�����������������������������������
1ÿ �� � k�ÿ�2=L�

q d�

�� � k�1�1=L
:

5

Es ist bemerkenswert, daÞ ein solcher Zusammenhangwie in x1auch bei
dem FriedmannschenModell des Kosmos auftritt. Es handelt sich, wenn
R der Weltradius ist, im elliptischen Fall um die Di¡erentialgleichung
(!> 0) �

dR
d�

�2

� 2R
d 2R
dt 2
� ! 2R; �1�

wobei � die Eigenzeit ist, d.h. die Zeit, die durch eine vom KÎrper mit-
gefÏhrte Uhr angezeigt wird, die in x1 ¢ktive Zeit genannt wurde. Die
Zeit twird wieder durch das Integral

t �
Z

R���d� �2�

gegeben. Man nimmt Ïblicherweise !�1.Wir denken uns die Eigenzeit
durch !� gegeben.Wir di¡erenzieren nun (1) nach � (wir wollen jetzt die
Ableitungen � durch einen. Punkt andeuten, z.B. statt dR

d� kurz _R schrei-
ben, dagegenwollen wir die Ableitungen nach der Zeit t in der Ïblichen
FormR0 statt dRdt schreiben.
Wir di¡erenzieren nun (1) nach � und erhalten, da sich bei der Di¡ere-

ntiation die Glieder _R�R wegheben,

R� ! 2 _R � 0: �3�
Wennwir _R � v setzen, so erhaltenwir fÏr v die Di¡erentialgleichung

�v� ! 2v � 0: �30�
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Die allgemeine LÎsung ist

v � A cos � � B sin � � C sin�!� � '�: �4�
Integrieren wir (4), so erhalten wir, wennwir

C
!
� K �5�

setzen,

R �
Z

vd� � ÿK cosE� L; �6�

wo E�!� �' ist.
Aus (4), (5) und (1) folgt nun

�R � _v � ! 2K cosE � ! 2K cosE: �7�
Setzen wir (1) ein, so erhaltenwir nach (4), (5) und (7)

K 2! 2 � �Lÿ K cosE�! 2�Lÿ K cosE� � 2! 2K cosE

� ! 2�Lÿ K cosE��L� K cosE�:
Daraus folgt

K2 sin2E � L2 ÿ K2 cos2E;

also

K2 � L2; also L � �K:
DaR� 0 sein soll, so ist

R � K�1ÿ cosE� � 2K sin2
E
2
: �8�

Es wird

R0 � dR
dt
� dR

d�

�
dt
d�
�

_R
R
� ! sinE

1ÿ cosE
;

also

R0 � ! ctg E
2
: �9�

Es ist nun�
dR
dt

�2

ÿ 2! 2

R
� ÿ! 2

�
ctg2

E
2
ÿ 1
sin2 E

2

�
� ÿ! 2: �10�
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(10) nennt man die Friedmanngleichung.Wir di¡erenzieren nun und
erhalten

R0R00 � 2! 2

R2
R0 � 0;

also an allen Stellen, wo

R0 6� 0

ist, erhalten wir

R00 � ÿ 2! 2

R2
;

also folgt aus (10)

RR00 � ÿ 2! 2

R
� ÿ! 2 ÿ R02;

also folgt aus (9) und (10)

RR00

R02
� ÿ !

2

R02
ÿ 1

� ÿ! 2

�
1

ctg2 E
2

� 1

�
� ÿ ! 2

sin2 E
2

:

�11�

FÏr die Hubble-Konstante erhaltenwir

H �
_R
R2
� ÿ ! sinE

K�1ÿ cosE�2 �
! cos E2
2K sin4 E

2

: �12�

Wir benÎtigen nun noch die Gleichung fÏr die Dichte � nach der
ersten Feldgleichung der allgemeinen RelativitÌtstheorie

� � 1
R4

��
dR
d�

�2

� ! 2R2

�
� !2

R4

��
ctg

E
2

�2

�
�
sin2

E
2

�2�
� !2

�
sin2 E

2

ÿ
ctg2 E

2 � sin2 E
2

�
sin8 E

2

�
� !2

sin6 E
2

:

Es wird also die Dichte

��E; '� � !2

sin6 E
2

:
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Es bleibt noch t zu berechnen

t �
Z �

0
R���d� � K

�
� ÿ sin�!� � '�

!

�
� C:

Wir erhalten noch eine Keplersche Gleichung.
Betrachten wir jetzt den hyperbolischen Fall

_R
2 � 2RR00 ÿ ! 2R2; �13�

so erhaltenwir wieder mit v � _R

�vÿ ! 2v � 0: �14�
Es wird also

v � !K sinE

und

R � K �cosEÿ 1� � 2K sin2
E
2

und

RR00

R02
� ! 2

sin2 E
2

und die Hubble-Konstante

H � ! sinE

K�cosEÿ 1�2 �
! cos E

2

2K sin4 E
2

: �15�

FÏr die Dichte erhalten wir

� � ! 2

sin6 E
2

: �16�

Es wird die zugehÎrige Keplersche Gleichung

t � K

�
sin�!� � '�

!
ÿ �
�
: �17�

Wir kÎnnenwie in x1vorgehen und sWelten mit den Eigenzeiten

!1�; . . . ; !s�

mit

! 2
1 � � � � � ! 2

s � E
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und Anfangsbedingungen gleichverteilter Folgen �' k
1 ; . . . ; ' k

s � mit
Dichte � und DiskrepanzD �

N betrachten und erhalten so ein Modell fÏr
dieVielweltentheorie von D.W. Sciama.
Wir wollen zum SchluÞ noch auf die Keplergleichung, die wir schon

mehrmals zu betrachten hatten,

t � a

�
� ÿ sin�!� � '�

!

�
�170�

eingehen, die wir so schreiben kÎnnen

1
a
�!t � '� � Eÿ sinE; �1700�

dabei habenwir, wie schon frÏher E�!� �'gesetzt.
Bekanntlich wird die Gleichung

M � Eÿ " sinE
im bezug auf E als Funktion vonM durch die Reihe

E�M� ÿM �
X1
L�1

1
L
JL�"L� sinLM ���

gelÎst, wobei JL die ganzzahligen Besselfunktionen sind. Die Reihe ist
fÏr 0<"�1 absolut konvergent. FÏr "<1 ist dies leicht einzusehen, der
Fall "�1ist schwieriger. Es gilt zwar eineAussage fÏr JL(L), eine asymp-
totische Formel, die ziemlich intrikat ist.Wir brauchen aber eineAbschÌt-
zung nach oben. Dazu gehenwir von der Formel

JL�L� � 1
�

Z �

0
cosL��ÿ sin��d� �18�

aus.Wir zerlegen das Integral in zweiTeile. Der ersteTeil sei fÏr ein � > 0

A �
Z �ÿ�

�

cosL��ÿ sin��d�

und der zweiteTeil sei

B �
Z �

0

Z �

�ÿ�
:

Es ist unmittelbar klar, daÞ

jBj � 2�

ist.
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Wennwir den Integrand inA in der Form schreiben

�1ÿ cos�� cosL��ÿ sin��
1ÿ cos�

;

so liefert partielle Integration nach � sofort

B � sinL��ÿ sin��
L�1ÿ cos��

�����
0
� 1
E

Z �ÿ�

�

sin��ÿ sin�� d
d�

�
1

1ÿ cos�

�
d�:

Es ist nun zunÌchst der ausintegrierteTeil zu betrachten. Es ist

1ÿ cos� � 2 sin2
�

2
� 2 sin2

�

2
� �

2

2
;

also ist er hÎchstens

2
L� 2

:

Das Integral ist

� 1
L

Z �ÿ�

�

���� dd�
�

1
1ÿ cos�

�����d�:
Nun ist dieAbleitung nach� im Integrationsintervall positiv, wir kÎn-

nen also integrieren und erhalten die gleicheAbschÌtzungwie vorher. Es
wird dann

jJL�L�j � 4� � 8
L� 2

:

WÌhlen wir � 3�1/L, dann ist

jJL�L�j � 12

L
1
3
:

Es wird also ����X1
L�m

JL�L�
L

���� � 20
X1
L�m

Lÿ
4
3 � 40mÿ

1
3:

Wir erhalten also

E � !� � 'ÿ 1
!

X1
L�1

JL�L�
L

sinL�!t � '�: �19�
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Brechenwir beimm-ten Glied ab, so erhalten wir

E � !� � 'ÿ 1
!

Xm
L�1

JL�L�
L

sinL�!t � '� � #

m
1
3

�j#j � 40�:
�190�

Wendenwir auf JL(L) eine Quadraturformel mit Hilfe einer gleichver-
teilten Folge (�k) und DiskrepanzD�N an, so erhaltenwir

JL�L� � Sm�L� � F; �20�
wo

Sm�L� � 1
m
�
Xm
k�1

cos�L��k ÿ sin�k�� �21�

und

jFj � LD�N �22�

ist, da ja dieVariationV( JL)�L.
Setzen wir

E�m � 2�!t � '� ÿ 2
!

Xm
L�1

Sm�L�
L

sinL�!t � '�; �23�

so ist

E � E�m � F1; �24�
wo

jF1j � 40
ÿ
mÿ

1
3 � mD�N

�
:

WÌhlen wir nun

m0 �
hÿ
D�N
�3
4

i
; �25�

so gilt fÏr den Fehler F2

jF2j � 60
ÿ
D�N
�1
4; �26�

also habenwir

E � E�m0
� #60ÿD�N�14:
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Wollen wir z.B. r(t ) aus x3 berechnen, so erhalten wir

r�t� � a�1� cos� cosE� � 1� cos� cosE� � F�

mit

F� � j cosEÿ cosE�j � jEÿ E�j � ÿD�N�14:
Wir haben in x1 und [2] x7, indirekt aber in beiden Arbeiten, immer

wieder Systeme �1, . . . ,�s betrachtet, wobei die Frequenzen !1, . . . ,!s,
welche eine Harmonie im Sinne von Pythagoras bzw. Kepler bilden.
Diese Systeme werden durch Anfangsbedingungen, welche die Gestalt
einer s-dimensionalen Folge haben, gleichverteilt bezÏglich einer Dichte
�, welche ein Produkt von Dichten �1, . . . , �s im bezug auf �1, . . . ,�s ist.
Die Bestandteile des Systems �1, . . . ,�s stehen untereinander in keiner
Wechselwirkung.Wir denken uns nÌmlich nach einer Idee von A. Ein-
stein (in [8], S. 820 ^ 825), welche J. von Neumann in seinem Buch [5]
abstrakt formuliert, jedes �j in einem Kasten (in einer Schachtel) Kj ein-
geschlossen, welcher gegenÏber ÌuÞeren Einwirkungen undurchlÌssig
ist.AlleKjwerden in einemgroÞenKasten �K eingeschlossen.Wir kÎnnen
diese�j alsMolekÏle eines Gases in �K au¡assen, sowie dies in der Physik
bei der Mischung chemisch di¡erenter Gase Ïblich ist, und dann die
Gesetze derThermodynamik anwenden. �Ubrigens kÎnnenwir alle diese
verschiedenen Systeme, welche wir in [2] x7 und x1 betrachtet haben, in
einem Superkasten K

�
zusammenfassen.

Kehren wir zu unserem System �1, . . . ,�s zurÏck und de¢nieren wir
als Energie des Systems

E � ! 2
1 � � � � � ! 2

s

und als Entropie S, welche wir als Mengenfunktion auf �1� � � � ��s

au¡assen, folgendermaÞen:
SindA1, . . . ,As quadrierbare Mengen in �1, . . . ,�s, so sei

S�A1; . . . ;As� �
Xs
j�1

lg
Z
Aj

�j�xj�dxj:

Es ist also

S�A1; . . . ;As� � log
Z
A1

. . .

Z
As

�1�x1��s�xs�dx1 � � � dxs:

Wir kÎnnen �K in ein WÌrmebad mit TemperaturT geben, die freie
Energie U�EÿTS und dann die Gesetze derThermodynamik anwen-
den.
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So sieht die Gleichverteilung des ,,Staubes̀` im Friedmannmodell aus���� 1NXNk�1 F�rk�t� cos�k cos�k; rk�t� cos�k sin�k; rk sin�k�ÿ

ÿ
ZZ

F�r cos' cos�; r cos' sin�; r sin��r2dr sin�

����d�d�

� V�F�D6
N:

F ist von beschrÌnkterVariation.

Anmerkungen

Anmerkung 1 zu x1 Seite 14
Betrachten wir noch den Fall !� 0, also die Gleichung

d 2u
d�2
� 0

mit der allgemeinen LÎsung
u � a�� �  �

und setzen

x � u 2 ÿ 1 � �a�� �  ��2 ÿ 1

y � 2u � 2a�� �  �;
dannwird

r � u 2 � 1 � �a�� �  ��2 � 1:

Es wird

t �
Z

rd� � a 2�� �  �3
3

� � �  � C:

Wir haben also eine Parabel

y 2 � 4�x� 1�:
Es wird _x � 2a2�� �  �; y � 2a; ~v � � _x; _y�

r ; also

v 2 � 4a 2:

Es wird
v 2

2
ÿ K

r
� 0;

wennwir K� 2a 2 nehmen.

66 E. Hlawka



Wir setzen

cos� � u 2 ÿ 1
u 2 � 1

; sin� � 2u
1� u 2

1� cos� � 2u 2

u 2 � 1

1ÿ cos� � 2
u 2 � 1

;

also

r � 2
1ÿ cos�

:

Wir kÎnnen die Keplergleichung explizit lÎsen. Wir haben die
Gleichung

w 3 � 3wÿ 3t � 0

zu lÎsen. Die Diskriminante dieser Gleichung ist

ÿ4 � 33 ÿ 27t 2 < 0;

also nach Cardano

w �

����������������������������������
t
2
�

����������������������
t
2

�3

� 1

s
3

vuut �

���������������������������������������
ÿ t
2
�

����������������������
t
2

�3

� 1

s
3

vuut
:

Setzen wir

t
2
�

����������������������
t
2

�3

� 1

s
� ctg�

t
2
ÿ

����������������������
t
2

�3

� 1

s
� ÿctg�;

so wird

w � 1
2
ctg 2�:

Anmerkung 2

Eine Bemerkung zur Energiegleichung, siehe z.B. x1Formel (6),

v 2

2
ÿ 2! 2

cos2 E
� ÿ2! 2;
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die eng mit der Schwingungsgleichung Ï�! 2u� 0 mit E�!� �'
zusammenhÌngt.Wir kÎnnen ��!2 als Frequenz und �� ctg(!� �')
im Sinne von Broglie alsWellenlÌnge bezeichnen.
Setzen wir S� log cosE�C, wo C eine additive Konstante ist.Wir

kÎnnen dies auch schreiben

S � logA cosE;

so ist

@S
@�
� ! sinE

cosE
� v

und die Energiegleichung schreibt sich

1
2

�
@S
@�

�2

ÿ K
r
� 0;

wo K� 2! 2a und r�a cos2 E ist.
FÏhren wir eine zusÌtzlicheVariable � ein und setzen

W � ÿ! 2�� S��� � ÿ��� S���;
so erhaltenwir

@W
@�
�
�
@W
@�

�2

ÿ K
r
� 0:

Es ist

W��� �
Z �

0

�
v 2

2
ÿ K

r

�
d�

im Sinne der Hamilton-Jacobischen Gleichung.
Setzen wir mit SchrÎdinger, der diesenWeg spÌter nicht mehr weiter-

verfolgt hat,

 � K cosE;

so wird

@S
@�
�

_ 

 
;

dannwird die Energiegleichung

_ 
2 ÿ 2! 2tg2E 2 � 0:
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Betrachten wir die Funktion F � _ 2ÿ2! 2tg 2E 2 als Funktion  , _ , �
und stellen die zugehÎrige Eulersche Gleichung auf, so erhalten wir fÏr
die ExtremaleYdie Gleichung

@ 2Y
@� 2
� 2! 2tg2E ��� � 0;

fÏr die man noch Randbedingungen vorschreiben kann. Wir erhalten
eine Hillsche Gleichung.

Anmerkung 3 zu x3 und x4
Die Drehungen der Erde um ihre Achse sind ein Beispiel fÏr eine Statis-
tik vonDrehungen. Nehmenwir in nullter NÌherung fÏr die Erde an, sie
wÌre ein krÌftefreier Drehkreisel, dann kÎnnenwir die Eulerschen Glei-
chungen (A, B, C dieTrÌgheitsmomente der Erde) aufschreiben

A
dp
dt
� �Bÿ C�rq � 0; B

dq
dt
� �C ÿA�rp � 0

und

C
dr
dt
� �Aÿ B�pq � 0:

Nehmen wir weiter an, daÞ A�B ist (auch dies ist nÌherungsweise
erfÏllt), so folgt aus der letzten Gleichung, daÞ r(t ) eine Konstante, sagen
wir r0, ist. Setzen wir

� � Aÿ C
A

und

2�� � �r0;
so erhaltenwir aus den beiden ersten Gleichungen

dp
dt
� 2��q � 0;

dq
dt
ÿ 2��p � 0:

Wir kommen also wieder auf die Schwingungsgleichung zurÏck und
erhalten als LÎsung

p�t; a; '� � a sin 2���t � '�;
q�t; a; '� � a cos 2���t � '�;

wo a und ' Integrationskonstante sind.
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Es ist

p 2 � q 2 � a 2:

Wir nehmen a als positiv an. Es ist

! 2 � p 2 � q 2 � r 2 � a 2 � r 20

die Energiegleichung.
Wir nehmen nun eine Folge (ak,'k) im EinheitsquadratE 2 gleichver-

teilt mit der DiskrepanzD�2�N an.
Es sei g eine Funktion von beschrÌnkterVariationV( g) in E 2 und wir

setzen

G�a; '� � g�a cos 2�'; a sin 2�'�:
Es sei

�N� g� � 1
N

XN
k�1

G�ak cos 2�'k; ak sin 2�'�:

Es ist

�N�G� � J � #V�G�DN;

wo

J �
Z
E2
G�a; '�dad'

(j#j � 1).Wir setzen a��2 (�> 0), also ist

J � 2
Z
E2
G��2; '�� d�d':

Setzen wir

� � � cos 2�'; � � � sin 2�';

so wird

J � 2
�

ZZ
�2��2�1

g��; ��d�d�:

FÏhren wir die Drehung

� � �0 cos 2��t � �0 sin 2��t
� � ÿ�0 sin 2��t � �0 cos 2��t ���
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im Integral J durch, so erhalten wir

J �
ZZ

�02��02�1

g�� 0 cos 2��t � �0 sin 2��t;

ÿ � 0 sin 2��t � �0 cos 2��t�d�0d�0:
Setzen wir

� 0 � � sin 2�'; � 0 � � sin 2�';

so erhaltenwir

J �
Z
E2
g�a cos 2���t � '�; a sin 2���t � '�dad':

Wennwir nun von J zu

G�p�t;ak;'k�;q�t;ak;'k��� 1
N

XN
k�1

g�akcos2���tÿ'k�;asin2���t�'k��

zurÏckgehen, so erhalten wir���� 1NXNk�1 G� p�t; ak; 'k�; q�t; ak; 'k��ÿ

ÿ 1
N

XN
k�1

G� p�0; ak; 'k�; q�0; ak; 'k��
���� � 2#V�G�DN:

So sieht bei uns der Liouvillesche Satz aus.
Nehmen wir an, daÞ g die Indikatorfunktion � einer quadrierbaren

MengeAmit der Schwankung ��A;D�1=3�N � ist, so Ìndert sich nichts an
der �Uberlegung. Es bleibt die HÌu¢gkeit

1
N

XN
k�1

��A; p�t; ak; 'k�; q�t; ak; 'k��

gleich der HÌu¢gkeit dieser Punktep(t, ak,'k ) zur Zeit t� 0 bis auf einen
Fehler von der GrÎÞe ��A;D�1=3�N �.
Die Umlaufszeit

t � 2�
�r0

bleibt ungeÌndert.
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Wir kÎnnen die gleiche Methode auch auf die Planetenmodelle von
Levi-Civita anwenden.Wir nehmen jetzt unter gleichenVoraussetzungen
fÏr g

G�a; '� � g�a sin2 2�'; !a sin 2�'�
(!> 0). Es sei wieder

�N�G� � 1
N

XN
k�1

G�ak; 'k�:

Wir fÏhren wieder die Drehung (�) durch, allerdings schreiben wir �
statt t und wir erhalten (!� 2��)

J �
Z Z

E2
g��� cos 2���� � '��2; !� sin 2���� � '��d�d':

Jetzt kommt die �Anderung:Wir setzen

r��� � a�cos�!� � 2�'��2
und

r���v��� � ! sin�!� � 2�'�:
Es ist (r(� )� a�1)

v��� � ! tg�!� � 2�'�:
Wir setzen

rk � ak cos 2�'k; vk � ! tg�!� � 2�'k�:
Es ist

r 2k �! 2
k � v 2

k � � a 2k!
2
k :

Wir erhalten also

J �
Z Z

E2
g�r��; a; '�; r��; a; '�; v��; a; '�dad'

und der Liouvillesche Satz wird���� 1NXNk�1 g�r��;ak;'k�;r��;ak;'k�v��;ak;'k�ÿ 1
N

XN
k�1

g�rk;rkvk�
����

�2V�G�DN:

Dies bleibt natÏrlich richtig, wenn G nur quadratisch integrierbar ist.
Es ist dann die VariationV(G ) durch die Schwankung �� g;D�1=3�N � zu
ersetzen.
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Ist �(K, R) die Indikatorfunktion eines Kreises vom Radius R in E 2

mit Mittelpunkt 0, so ist

1
N

XN
k�1

��K; rk; rkvk�

dieHÌu¢gkeit der Punkte (rk, rk vk), die zur ¢ktivenZeitt� v imKreiseK
liegen und dann ist sie auch zur Zeit � (t) bis auf einen Faktor, der von �
undDN abhÌngt, die gleiche.
Wir haben stets in E 2: 0� ��1, 0� ��1 gearbeitet. Alles geht

analog, wenn wir ein anderes, z.B. ein grÎÞeres Rechteck, nehmen und
wir kÎnnen dies sofort auf E2 zurÏckfÏhren.
Nehmenwir an, es liegen mehrereKreisel oder Planeten oder mehrere

Oszillatoren vor, sagen wir s solcher Objekte, so haben wir s Frequenzen
�1, . . . ,�s.Wir haben Ns Anfangsbedingungen, die eine Zs-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit bilden.Wir wollen sie z.B. als gleichverteilte Folge
inE2smit einer DiskrepanzD 2s

N ansehen, dann kÎnnenwir alles Ïbertra-
gen.
Wir fÏhren die Integration von Gleichungen des krÌftefreien symme-

trischen Kreisels zu Ende. Dazu mÏssenwir die EulerschenWinkel �,  ,
# einfÏhren (der EulerscheWinkel � wird traditionell mit ' bezeichnet.
Wir haben aber bereits bei der Integration der Gleichungen fÏr die
Impulse p und q als Integrationskonstante mit ' bezeichnet). Die Glei-
chungen fÏr dieWinkel lauten bekanntlich:

d#
dt
� p cos�ÿ q sin�; sin#

d 
dt
� p sin�ÿ q cos�

d�
dt
� r ÿ d 

dt
cos#:

Wir tragen nun die bereits berechneten p, q, r ein:

p � a cos��t � '�; q � a sin��t � '�; r � r0;

wo �� (1/2�)(1ÿC/A) ist (', r0 Integrationskonstanten). ZunÌchst ist
#� 0 LÎsung. Im Falle 0�#� (�/2) erhalten wir

d#
dt
� 0;

d 
dt
� r0

�
1ÿ C

A

�
;
d�
dt

cos# � C
A

r0;

also als LÎsungen mit den Integrationskonstanten �0, #0,  0

# � #0; � � "t � �0;  � �t �  0:
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Dabei ist �� (C/A)(r0/cos#0) dieWinkelgeschwindigkeit, mit der die Fi-
gurenachse um die Impulsachse rotiert, also die PrÌzisionsgeschwindig-
keit und

" � 1�
�
1ÿ C

A

�
r0:

" ist die Eigendrehung, also die Drehgeschwindigkeit um die Figuren-
achse.
Die DrehungD wird gegeben durch

D � D1D2D3;

wo

D1 �
cos�; ÿ sin�; 0
sin�; cos�; 0
0; 0; 1

24 35

D2 �
cos#; 0; ÿ sin#
0; 1; 0

sin#; 0; cos#

24 35

D3 �
cos ; ÿ sin ; 0
sin ; cos ; 0
0; 0; 1

24 35
ist. Wir betreiben nun Statistik im EinheitswÏrfel E6 mit Hilfe einer
sechsdimensionalen gleichverteilten Folge�

ak; r0k; 'k;
2
�
#0k;

�0k
2�

;
 0k

2�

�
:

Man wird, wie bei der Planetenbegwegung, die Winkel so wÌhlen, daÞ
wir pythagorÌischeTripel erhalten. Besonders interessant ist der Kugel-
kreiselA=B�C. Hier wird �� "� 0. Ein Beispiel ist derWÏrfel oder
die Kugel.
Wir kÎnnen mit den entwickelten Formeln auch den Fall mehrerer

voneinander unabhÌngiger Kreisel, z.B.WÏ rfel, die nur durch Anfangs-
bedingungen miteinander verknÏpft sind, behandeln, so wie wir dies
schon bei den Planeten getan haben.

Anmerkung 4 zu x5
Wir kÎnnen nach Friedmann-Lemâ�tre-Milne-Heckmann mit den For-
meln einWeltmodell aufbauen.
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Betrachten wir (die Striche sind die Ableitungen nach der Zeit)

f � R0

R
;

dann folgt durch Di¡erentiation

f 0 � R00

R
ÿ
�
R0

R

�2

;

also ist

f 0 � f 2 � ÿ K
R3
:

Wir setzen

� � K
R3

und es wird also

�R3 � K:

Wir nennen �Dichte im physikalischen Sinn. Es wird

@�

@t
� ÿ3 K

R4
R0 � ÿ3�R

0

R
:

Wir haben also die Gleichung

@�

@t
� 3�f � 0:

Wir de¢nieren nunTeilchen~x � �x; y; z�
x�t� � x0r�t�; y�t� � y0r�t�; z�t� � z0r�t�

und setzen~x �~x0r�t�, (x0, y0, z0) sei ein fester Punkt inR3. Es sei

~v �
�
dx
dt
;
dy
dt
;
dz
dt

�
� �v1; v2; v3�

die Geschwindigkeit dieserTeilchen. Es ist

~v �~xf
div ~v � 3f :

Es wird also
@�

@t
� � div ~v � 0:
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Wir haben also eine KontinuitÌtsgleichung.Wir haben nun

@��v1�
@t

� �
�
@v21
@x1
� @�v1v2�

@x2
� @�v1v3�

@x3

�
�

� v1
@�

@t
� � @v1

@t
� �
�
2v1

@v1

@x1
� v1

�
@v2

@x2
� @v3

@x3

��
� �ÿ3f 2 � f 0 � 4f 2�x1 � ÿ2�x1:

Es gelten analoge Formeln auch fÏr j� 2 bzw. j� 3.
Setzen wir

� �
�
x2
1 � x2

2 � x 2
3

�
�;

so habenwir (fÏr j�1, 2, 3)
@��vj�
@t
� �
�
@�vjv1�
@x1

� @�vjv2�
@x2

� @�vjv3�
@x3

�
� ÿ @�

@xj
:

Es sind also die xj (t) die Bahnkurven einer StrÎmung, auf die die Kraft
mit dem Potential � wirkt. Dieses Potential erfÏllt die Poissongleichung

�� � 6�:

Dies rechtfertigt den Namen Dichte fÏr �.
Es ist� bis auf Konstante das Potential einer KugelKmitMittelpunkt

0 und Radius R und konstanter Dichte � in einem Punkt (x, y, z) im
Innern der Kugel gleich

2�

�
R2 ÿ 1

3
�x2 � y2 � z2��

�
:

Wir wollen nun zur Dichte � eine Folge (�k, �k) konstruieren. ZunÌchst
wollen wir sie normieren. Es seiZ 1

0
���; '�d' �  ���

und es sei

����; '� � ���; '�
 ��� :

Wir bemerken noch, daÞ fÏr � > 0

���; '� � 1

�!��6
ist.
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Es sei (xk, yk ) eine gleichverteilte Folge mit DiskrepanzDN, dann sei

�k � 1
N

XN
l�1

�
1� xl ÿ

Z xl

0
���'�d'

�

�k � 1
N

XN
l�1

�
1� yk ÿ 3

Z yl

0
r2dr

�
:

Es ist die DiskrepanzD�N dieser Folge

� 1

�!��6  ���
ÿ1D1=5

N :

Es ist also fÏr jede Funktion f von beschrÌnkterVariationV( f )

1
N

XN
k�1

f ��k; �k� � 3
Z 1

0
r 2dr

Z 1

0
f �'; r�����; '�d� � Fehler;

wo ��Fehler�� � V� f �ÿ�!��6 ����ÿ1D1=5
N

ist.
Es ist z.B. die HÌu¢gkeit der Punkte (�k, �k), wo �k��, �k�R(� )

(also die HÌu¢gkeit des Staubes in der Kugel vom Radius R(�)

4�
3
R3���

Z �

0
�����d�:

Der Faktor 4� kommt von der Ober£Ìche der Kugel.

Anmerkung 5 zu x5
In der allgemeinen RelativitÌtstheorie kommt man auf das Fried-
mannsche Modell in folgenderWeise:
Wir betrachten die Riemannsche Metrik

ds2 � ÿr2�t�d�2 � dt2;

wo

d�2 �
X3
i; j�1

ijdxidxj
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ist und der EnergietensorTijmit den Komponenten

Tij � 0 fÏr 1 � i � 3; 1 � j � 3

und Ti4 � 0 fÏr 1 � i � 3 und T44 � �:
Sollen die Einsteinschen Feldgleichungen erfÏlltwerden, somuÞ der ver-
jÏngte KrÏmmungstensor Gik von der Gestalt

Gij � 2" ij

sein mit "� 0, �1und wir erhalten

_�� 3
r 0

r
� � 0

und

2"ÿ 2r02 ÿ rr00 � ÿr2�:
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