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Ûber die stetigen LÎsungen der
Goøa;b-Schinzel-Geichung auf R�0

Von

L. Reich
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am
16. Dezember 1999 durch das w. M. Ludwig Reich)

Summary. We construct the general continuous solution f : R�0 ! R of the func-
tional equation f �x� y f �x�� � f �x� f �y�; if x; y;x� y f �x� � 0: Mathematics Sub-
ject Classi¢cation (1991): 39B12, 39B22, 39B52.

Einleitung

In [2] wurden alle stetigen LÎsungen f: R�0 ! R der Funktional-
gleichung

f �x� y f �x�� � f �x� f � y�; falls x; y;x� y f �x� � 0 �GS0�
bestimmt. Dort ¢ndet der Leser die Motivation fÏr das Studium dieses
Problems und die wichtigsten Literaturhinweise Ïber die Funktionalglei-
chung von Goøa;b-Schinzel in den bisher untersuchten Situationen. In
der vorliegenden Note betrachten wir diese Funktionalgleichung unter
etwas schwÌcheren Bedingungen als in [2].Wir bestimmen die stetigen
LÎsungen f : R�0 ! R von

f �x� yf �x�� � f �x� f � y�; x; y;x� yf �x� � 0: �GS�
Wir verwenden dabei eine Methode, die sich hauptsÌchlich auf das
Nullstellenverhalten der LÎsungen f von (GS) stÏtzt. Das Hauptergebnis
von [2] ist in unserem enthalten.
Der Verfasser dankt an dieser Stelle den Herren J. Aczël, P. Flor und

J. Schwaiger fÏr wertvolle Hinweise.



A

Wir bestimmen zuerst die konstanten LÎsungen f von (GS). Falls f �x� �
c;x 2 R�0, so setzen wir in (GS) y � 0 bei beliebigem x � 0 und
¢nden c2 � c, also f � 1 oder f � 0.Wir schlieÞen diese FÌlle von nun
an aus.
Die mÎglichen Anfangswerte f �0� von LÎsungen f von (GS) folgen

ebenfalls aus (GS) mit x � 0; y � 0. Da demnach f �0� � f �0�2, so ist
f �0� � 0 oder f �0� � 1. Falls f �0� � 0, so ergibt (GS) mit y � 0 und
beliebigem x 2 R�0

f �x� � f �x� 0f �x�� � f �x�f �0� � 0; x � 0:

Eine nichtkonstante LÎsung hat also den Anfangswert f �0� � 1. Unter einer
LÎsungvon (GS) verstehenwir in dieserArbeit immer eine stetige LÎsung.

B

Im folgendenwerden dieNullstellen von LÎsungenwichtig sein. Es gilt

Lemma1. a)Es seizNullstelle der LÎsung fvon (GS).Dann istauch

f ��z �x� :� x� z f �x� �1�
Nullstelle von f, falls x� z f �x� � 0:
b)EsseifLÎsung von (GS), und es existiere ein � 2 R�0 mit f ��� < 1.Dann ist

f ���� :� �

1ÿ f ��� �2�

Nullstelle von f.
c) Es sei f LÎsung von (GS).Dann istf nullstellenfrei genau dann, wenn f � 1.

Beweis. a) Falls f �z� � 0 fÏr ein z � 0;x � 0 und x� z f �x� � 0, so
ergibt (GS)

f �x� z f �x�� � f �x�f �z� � 0;

also ist f ��z �x�Nullstelle von f.
b) Ist � :� f ��� < 1, so ist f ���� � �=�1ÿ �� > 0, also ergibt (GS)

f ��� f �

1ÿ �
� �

� f � � �

1ÿ � �
� �

� f
�

1ÿ �
� �

wegen � � �
1ÿ� � � �

1ÿ� , also f
�

1ÿf ���
� �

� 0, da f ��� 6� 1.

c) Ist f ��� < 1 fÏr ein � 2 R�0, so hat f eine Nullstelle gemÌÞ b). Also
gilt f � 1, falls f eine LÎsung von (GS) ohne Nullstelle ist. &
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C

Wir bestimmen nun die (notwendige) Gestalt der LÎsungen f von (GS)
mit f � 1, also dieLÎsungen ohneNullstellen (gemÌÞ Lemma 1c).

Lemma 2.EsseifLÎsung von (GS) und f � 1; f 6� 1.Dann ist f strengmonoton
wachsend.

Beweis. (i) Falls f � 1, so gilt fÏr x; y 2 R�0 wegen (GS)

f �x� y f �x�� � f �x� f � y� � f �x�:
Es sei h � 0.WÌhle y � h=f �x�. Dann folgt daraus f �x� h� � f �x�, falls
x � 0. Also ist fmonotonwachsend.
(ii) Es sei f � 1, nicht streng monoton wachsend. Dann beweisen wir

f � 1, was aber schon ausgeschlossen ist. Es sei 0 � a< b und
f �a� � f �b�. Nach (i) gilt f �x� � c � 1 fÏr x 2 �a; b� mit c � f �a�. Ist
x 2 �a; b � , so existiert ein �x> 0, sodaÞ fÏr alle y mit 0 � y < �x auch
a � x� y f �x� � x� cy< b gilt, somit wegen (GS)

c � f �x� yf �x�� � f �x� f � y� � cf � y�;
also f � y� � 1, falls 0 � y<�x. FÏr ein festes y0 2 �0; �x�und alle u 2R�0
folgt daher aus (GS)

f �u � y0� � f � y0 � u f � y0�� � f � y0� f �u� � f �u�:
Dies bedeutet aber, daÞ f konstant ist, also f � 1. (Denn f �u � y0�
� f �u�, fÏr alle u 2 R�0, impliziert f �u � my0� � f �u�, fÏr alle u � 0
und alle m 2 N0. Ist nun v 2 R�0, so existiert ein m 2 N0, sodaÞ
0 � vÿ my0< y0, also f �v� � f ��vÿ my0� � my0� � f �vÿ my0� � 1:�
(iii) Da wir nur mehr nichtkonstante LÎsungenvon (GS) untersuchen,

so ist also im vorliegenden Fall f � 1 streng monoton wachsend.Wir
wenden nun den bekannten Kunstgri¡ von Goøa;b-Schinzel an (siehe
[1], [3]): FÏr x; y � 0 gilt

f �x� y f �x�� � f �x� f � y� � f � y� xf � y��;
somit x� y f �x� � y� x f � y�, und daraus folgt leicht

f �x� � x� 1;x 2 R�0;

mit  > 0.

D

Es sind jetzt die LÎsungen von (GS) mit Nullstellen zu bestimmen. Da
hier f 6� 0, so ist nach. A. f �0� � 1, also gibt es eine kleinste Nullstelle

Ûber die stetigen LÎsungen der Goøa;b-Schinzel-Geichung 167



x0> 0 von f. Wir betrachten zuerst den Fall, daÞ f eine Nullstelle besitzt
und nichtnegativ ist.

Lemma 3. Ist f eine nichtnegative, nichtkonstante LÎsung von (GS) und hat es eine
Nullstelle, dann gilt

f �x� � 1ÿ x=x0; 0 � x � x0;
0; x � x0;

�
wobei x0 diekleinsteNullstelle von f ist.

Beweis. (i) Im ersten Schritt beweisen wir f j�x0;1� � 0. Es sei x 2 R� 0.
Da x� x0 f �x� � 0 und f ��x0 : x 7!x� x0 f �x� stetig ist, so ist nach
Lemma1a) J :� f ��x0

�R�0� ein ausNullstellenvon fbestehendes Intervall.
Es ist f ��x0

�x� � x, somit sup J � �1. Ferner ist f ��x0 �x0� � x0, und
nach De¢nition von x0 gilt x0 � inf J, somit J � f ��x0

�R�0� �
�x0;1� und f jx0;1� � 0.

(ii) FÏr x 2 �0;x0� gilt f �x�> 0, weil f �0� � 1 und x0 die kleinste
Nullstelle von f ist. Somit ergibt (GS) mit x; y 2 �0;x0� und folglich
x� y f �x�> 0

f �x� y f �x�� � f �x� f �y�> 0:

Somit ist nachTeil (i) des Beweises x� y f �x� < x0. Der GrenzÏbergang
y% x0 in der letzten Ungleichung ergibt

x� x0 f �x� � x0; falls x 2 �0;x0�: �3�
Andererseits ist wegen x� x0 f �x�> 0 f ��x0 �x� � x� x0 f �x� Null-
stelle von f, siehe Lemma1, also

x� x0 f �x� � x0; falls x 2 �0;x0�: �4�
(3) und (4) besagen f �x� � 1ÿ x=x0 fÏr x 2 �0;x0�:

E

Es bleibt die Untersuchung der LÎsungen f von (GS), die negativeWerte anneh-
men. Gibt es ein � mit f ���< 0, so ist f nach A. nichtkonstant, also
f �0� � 1. Somit existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x0 > 0 mit
f �x0� � 0 und f �x�> 0 fÏr x 2 �0;x0�.

Lemma 4. Istf LÎsung von (GS) und gibt es ein �mit f ���< 0, dann gilt

f �x�< 0 f�ur x � �:
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Beweis. Angenommen, es existiere ein y>�mit f � y� � 0. Dann exi-
stiert, da f stetig ist, �1 mit �1>�; f ��1� � 0 und f �x�< 0 fÏr � �
x < �1. Da f stetig ist, ist auch f ���1 : x 7!x� �1 f �x� stetig und f ���1 ��1�� �1 � �1� 0 � �1>�> 0. Somit gibt es ein � > 0, sodaÞ auch

f ���1 �x�>�> 0; falls � < �1 ÿ � <x<�1:

Nach Lemma 1b) ist fÏr diese x f ���1 �x� Nullstelle von f, d.h. f �x�
�1 f �x�� � 0. Andererseits haben wir �< f ���1 �x�<�1; f�ur �1 ÿ � <x
<�, wenn hinreichend klein gewÌhlt wird. Dann ist aber f � f ���1 �x��� f �x� �1 f �x��< 0 wegen � <x<�1, wÌhrend wir vorhin f �x�
� f �x�� � 0 gezeigt hatten. Somit habenwir einenWiderspruch zur Exi-
stenz eines y>�mit f � y� � 0, und Lemma 4 ist bewiesen. &

Da f �0� � 1> 0 und f ���< 0, so existiert, da f stetig ist, ein x1> 0
mit x0 � x1; f �x�< 0 fÏr x>x1; f �x� � 0 fÏr x 2 �x0;x1� und
f �x�> 0 fÏr x 2 �0;x0�. Insbesondere gilt f �x0� � 0 und x0 ist die
kleinste Nullstelle von f, sowie f �x1� � 0.

Lemma 5. Es sei f LÎsung von (GS) mit einem negativen Funktionswert, x0 sei die
kleinsteNullstelle von f. Dann ist

f �x� � 1ÿ x=x0; falls x 2 �0;1�:
Beweis. (i) Im ersten Schritt beweisenwir f �x� � 0 fÏrx0 � x � x1 (mit
den vorhin de¢nierten Zahlen x0 und x1). FÏr diese x ist f ��x0�x� �
x� x0 f �x� � 0, also, da f �x0 � 0, ist f ��x0�x� Nullstelle von f und
f ��x0�x� � x � x0, sowie f ��x0�x� � x1 da f �x�<0 fÏr xx1. Da f ��x0 stetig
ist, so ist I :� f ��x0

��x0;x1�� ein ausNullstellenvon f bestehendes Intervall
mit x0 � inf I � sup I � x1, andererseits f ��x0

�x0� � x0 2 I; f ��x0 �x1� �
x1 � x0 f �x1��x1 � x0 � 0 �x1 2 I; also I� �x0;x1�; d:h: f j�x0;x1� � 0.
(ii)ImzweitenSchrittzeigtmanf �x� � 1ÿ x=x0 auf �0;x0�.DerBeweisist
derselbe wie in Lemma 3, da auch in der vorliegenden Situation f �x� > 0
genaudanngilt,wennx 2 �0;x0�.DiesfolgtausderBemerkungunmittelbar
vor Lemma 5, wonach f �x� > 0 fÏr x 2 �0;x0�, sowie aus demTeil (i) des
vorliegendenLemmas,nachdem f �x� � 0 fÏrx 2 �x0;x1�.
(iii) Nun beweisen wir x0 � x1. Angenommen, es sei x0 < x1. Es

seien x 2 �0;x0� und y > x1 beliebig. Dann ist f �x� > 0 und
f � y� < 0;x� y f �x� > 0 und aus (GS) folgt

f �x� y f �x�� � f �x� f � y� < 0;

somit x� y f �x� > x1. Mit y& x1 ergibt sich aus der letzten Unglei-
chung x� x1 f �x� � x1 fÏr x 2 �0;x0�, also

f �x� � 1ÿ x=x1; f�ur x 2 �0;x0�: �5�
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Da wir inTeil (ii) des Beweises schon

f �x� � 1ÿ x=x0; f�ur x 2 �0;x0�; �6�
gezeigt haben, folgt aus (5) und (6) und 1ÿ x=x0 < 1ÿ x=x1 f�ur
x0 < x1 derWiderspruch

f �x� � 1ÿ x=x0 < 1ÿ x=x1 � f �x�:
Somit gilt x0 � x1.
(iv) SchlieÞlich beweisen wir, daÞ f �x� � 1ÿ x=x0 auch auf �x0;1�

gilt. Jedenfalls ist f �x� < 0 fÏr x > x0�� x1�, also f ��x� � x=1ÿ f �x�
nach Lemma1b) Nullstelle von f. Da f die einzige Nullstelle x0 hat, so gilt

f ��x� � x
1ÿ f �x� � x0;

also f �x� � 1ÿ x=x0 fÏr alle x 2 R�0. &

Wir haben somit die notwendige Form der stetigen LÎsungen
von (GS) gefunden. Man rechnet leicht nach, daÞ alle diese wirklich
LÎsungen sind. Somit gilt folgender

Satz.Die stetigen LÎsungen von (GS) sind gegeben durch
(a) f �x� � x� 1;x 2 R, mit einembeliebigen  � 0,
(b) f � 0,

(c) f �x� � 1ÿ x=x0; x 2 �0;x0�;
0; x � x0

�
, mit einembeliebigen x0> 0 und

(d) f �x� � 1ÿ x=x0;x 2 R� 0 , mit einembeliebigen x0> 0: &

Bemerkung.Wir haben in unserem Satz das Hauptergebnis von [2] mit
erhalten. Falls nÌmlich f LÎsung von (GS0 ) ist, so auchvon (GS).Ander-
erseits erfÏllen die in unserem Satz angegebenen Funktionen alle (GS0 )
(d.h. die Goøa;b-Schinzel-Gleichung fÏr alle x; y 2 R�0).
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