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Ein Aquivalent zum 1. Unvollstindigkeitssatz
Von
C. C. Christian

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 7. Mirz 1996
durch das w. M. Curt Christian)

Wir beweisen den Satz
Erw(7;,Z2,) A Max CstT — "T1RE (Thm,)

(In jeder maximal konsistenten Erweiterung 7" des Peanoformalismus .2,
(bzw. R. Robinsonformalismus Z;) ist die Menge der Godelzahlen von
Theotremen von 7 nicht rekursiv aufzihlbar.)

Der zu beweisende Satz kann in dem Sinn als Aquivalent zum 1.
Unvollstindigkeitssatz betrachtet werden, als zu seinem Beweis der 1.
Unvollstindigkeitssatz verwendet wird, andererseits letzterer sich aus
dem ersten ergibt.

Als Primissen fiir den zu beweisenden Satz bendtigen wir fiir die durch

REM): oM =0 v \/-RekFunc(f) A wb f=M.
v

definierte rekursive Aufzihlbarkeit (RE) zwei Aquivalenzsitze:

M # 0 5 RE(M) <> \/-Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) =M.
REM)«<\/-RekRel(R) A wb(R) = M.

Wir beweisen zunachst den ersten dieser beiden Satze:

M # () <> RE(M) <> \/Func, (R) A Rek Rel(R) A wb(R) = M.
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Der Graph G, einer Funktion f ist definiert durch:

2)

b)

Gix):of() =y oder  Gp={{xDIf(x) =y}
Funcy, (R): <> Func(R) A /\\/R(XJ)
Rek Func (/)=

1)
> Funey(G): G(an) A Glen) =0 =/ =1 AV G ()

2)
— RekRel (G)) ), bedeute die charakteristische Funktion von G;

Ly (%) = 1 Gi(x), < [() =, - (f(x),)) = 1
Yy (60) = 2= (f (5 (), 5 (x,9))
Y6y () = 1= (g(x), 3 () mit g ()= /(11 (,9))
Rek Func (/) =] Rek Func (g), (1), (75),

nach dem Substitutionsschema:
Rek Func (¥ ¢;), ergo: RekRel(G)

Rek Func (/) >
3)
= wb(G) =wb(/f)

yeWb(G)=\/ G x), < \/ f() =y, e\ f() =y} =

=wb(f)
wh(G) =wb(/)

Rek Func( f) A wh( /) =M > \/-Funcy (R) A RekRel(R) A
! A wh(R) = M.
\f/ ‘Rek Func( f) Awb(f)=M.— \R/-FuncN (R) A RekRel(R) A
A wb(R) =M.
Funcy (R) A RekRel(R) A wbh(R) =M>
26 = (R ) A ANV R

X

= (1) (a6 =D A AV 2a2) =1
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%)
= Hy,—]RekFunc(y,;) etgo: Rek Func (f)

P)
= Def f,Defu —0p =] R(x,[(x))

. . Hy,
S [ =y R(x)) AR ) >R A N\ R —>r=3,0<x%
e

== (UJYR(%3)
—/f(x) =y
= f(x) =y R(x,))

5 yewb(R) < \/ R(x,9),< \/f() =ppe DI\ /() =)} =
=wb(f)

> wh(f) =wh(R) =M

(“—’ﬁ»)y-RekFunc(f) A wh( f) =M.

\/Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) =M. —\/ -Rek Func( f) A
R f

Awb(f)=M.
a,b)\f/-RekFunc(f) Awb(f) =M<

<—'>\/'FuncN (R) A RekRel(R) A wb(R) =M.
ergoM=0 v \/-RekFunc(f) A wb(f)=M.<
M
oM=0 v \/-Funcy(R) A RekRel(R) A wb(R) =M.

Def RE]REMM)<>M =0 v
\% \/’FuncN (R) ARekRel(R) Awb(R)=M. [=Q]
Da: Func(®), [x¢0 <]y, (x) =0= C}(x), RekFunc(y, ), ergo
RekRel(®) Awb(@) =0 ergibtsich, da 1Funcy (0)

M=0 —Func(@® A RekRel@®) Awb(@ =M
M=0 —\/-Func(R) A RekRel(R) A wb(R) =M.
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also nicht:
M=0 v \/-FuncN (R) ARekRel(R) Awb(R) = M.<>
R

> \/-Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) =M.
R

was dutch Umsetzung mit Formel ® ergibe:
RE (M)« \/-Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) =M,
R
sondern aus @ nut:

M # § <> RE(M) <> \/-Funcy (R) A Rek Rel(R) A wh(R) = M.
R

Wir zeigen nun den bekannten Satz:

RE(M)«<\/Rek Rel(R) A wb(R) =M.

1) RekRel(R) A wh(R) =M —

%)
- 0 =0 v\/-RekFunc fAwb(f)=0.
v
- M=0 ->M=0 v\/-RekFunc/Awb(f)=M.
—REM) !
)
>M#0) —>\/weM

— Def durch Fallunterscheidung
R(()o> (291) =/ () = (2
TR(()05 () 2 f ) =

1)
— Rek Func (f)

2a)
Syewb(N)= V[ =y A
A R((3)0> (1) = (), = () =
= R((x)0>0)
—yewb(R) =M
A TTR((%)0, (29)1) =y = f(x) = meM
A TR(%)0,(3)1) V TR((9,,(x,) =~ 1 yEM
—wb(f)EM
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2h)

—yeM i’ZU/EWb (R), \/R(XJ), \/R(([X’J’]>o’([x:)’])1) A

Ay = (>0
- \/J/ = (1 A R(R)o R Det f1/(z) = )1 =y
—yewb(f)
—>Mcwb(/f)

—2a,2b Part] \/-Rek Func( /) A wb( /) =M.
S

Verdu
->M=0 v \/-RekFunc(f) Awb(f)=M.
S
—RE(M)
o, )
SM=0 vM#0 —] RE(M)
\/-RekRel(R) A wb(R) =M. - Rek (M).

2) REM)oM=0 v \/-RekFuncf Awbf=M
f

—>M=0 ARekRel@) Awb@® =0 v
v \/-RekRel(G) A wh(G) = wh(f) =M.
v

—\/*RekRel(R) A wh(R) =M.

also 1.), 2) RE(M) <> \/-Rek Rel(R) A wh(R) = M.

Weil im folgenden nicht bendtigt, sei blof3 angemerkt:

Wegen Rek Rel (R)«>Rek Rel(R), R = R, wh(R) = db(R), db(R) = wb
(R) ergibt sich: \/-Rek Rel (R) A wb (R)=M.<>\/-Rek Rel (R) Adb(R) =

R R
=M. also auch RE(M)«>\/-RekRel (R) A db(R) =M.
R

Die anderen bekannten Aquivalente fiir RE werden hier nicht benotigt.
Wir wenden uns nun dem zu beweisenden Satz zu.

BErw(7, Z) A MaxCst(T) =
= Funcy (R) A RekRel(R) A wb (R) = Thm, =
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1)

— zunichst 3 Hilfssitze:
1a) r(x):= (ug) R(x,3), dann Rek Func(r) A /\ R(x,p) > r(x) =y.

DAY RO = 049 05 =1) A /\V 74659 =1, Hy Rek Fune(z
ergo Rek Func (r)
By R(x,r(x)),r(x) = y= Rx, ) A R(x,3) = R(x,3) A /_\'R(x, -
ﬂy =3J=%

=)= U R(x,3) = r(x)
R(x,y)>r(x) =y

1b) (ClsoNégoR) (x, y) <> r(x) = neg(cls( )
(Cls°Négo R) (x, ) <—>\/ “R(x,0) A Nég(,m) A Cls ().

v

(—)\/'R(X,ﬂ) A Neg(w,v) A Cls (y,w).

1a)

<—>\/ r(x) =v Aneg(w) =v A cls( y) = w.
(CIsONégOR) (x, )/)Hr(x) = neg(cls( )
lc) T*=LI[{./| I?Jzi}], dann Thm,=Thm = EAxy

%) (ITMHMGEAXT*, |?Q¢>

A<|?Qfﬁ \/ oA &m_&f)

A eyl € EANT

> \/ o A A, &/I—&f

Arost, T 7

<|j_&¢_>|_,g/> <|T_*&¢a|7&/> 7 7%, Thm, = Thm,.

B <|?Q/ S, Jz/eEzéle*) A <&/EEAXW—> e |_&¢>
7 T
Tty =EA 27+, Inexpansiv(l*), Thmy. = EAx;.
Erw(7,Z,) A MaxCst(T) =
= Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) = Thm, =
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2)
— T Func(Cls°NégeR)

,{Lx;ﬁx,,{L/\x;éx
T 7 x

ds(Tw#x M) =" Ax#aT=cls <'_/\x # x—'>,
FX;éXﬂ;éF/\X#X‘I
sei yy="x#x, 5="A\x#x7, dann:

neg (cls () = neg(cls (12)), )1 # >
- I? RVACE EVAVACE
— neg(cl(y), neg(cl(y,) €Thm; = wb(R) A y; #,
- \/ r(oe) = neg(cls () A r(x,) = neg(cls(,)) A neg(cls () =
o = neg(cls ().
A 1) =7(0) Ay #
—\/r(x,) = neg(cls () A r(x) = neg(cls (1) Ay # s

X1
—1b)—>] \/ - (ClseNégoR) (x, 5,) A (ClseNége R) (x, 1,) Ay, # 1.
X112
=71 /\ (ClsoNe&goR) (x, 7)), (%,05) =31 =0
XJ1J2

— ] Func(Cls°Nége R)

Wegen Verflgbarkeit der zweiten Aquivalegz fir RE ist es fir den
weiteren Beweis nicht erforderlich, dal Func (Cls°Nége R). Hier sei auch
angemerkt: Die Verwendung von NegeClseR anstelle von Cls°NégoR
ware nicht zielfihrend.

3)
— RekRel (Cls°NégeR)

1b) =] Jcionger (60) = 11 - (r(x),neg(cls (4))) =1
Kl (60) = A= (1 (x,9)), neg (cls (T3(x;, 1))
1a) Rek Func(r), (neg), (cls), (m/) ergo Rek Func (i neg-r)
Rek Rel (Cls° NégeR)
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4.) y
— wb(Cls°Nége R) = Frm,\Thm;

400)
— wh(Cls°NégeR) S Frm,\Thm,

Erw(7,2;) A MaxCst(7) =
% Funcy (R) A RekRel (R) A wb(R) = Thm, >
= yewb (Cls°Nége R) — \/(cis oNége R) (x,))
1b) 1a)
— \/ r(x) =neg(cls () A B(x,neg(cls (5))).

—neg(cls(y))ewbR = Thm,

A neg(cls () eFrm,

CstT’

— cls())¢Thm, A cls(y)eFrm,
—y¢'Thm, A yeFrm;.
— yeFrm,\'Thm,

— wh(Cls°Nége R) < Frm,\Thm,

4p)
— Frm,\Thm, S wb (ClseNége R)

yeFrm \Thm,— yeFrm, A 71(yeThm,)
- \/ y="A A —I\/y—'_%'"‘ N BeTtm,,

lefinr
/\.J:r(ggﬂ_,#gg_

_’Q{\// =" VA =" ] ,{Lﬂ A Vst(T)

— /\//J}—l_&{—l/\l_—l/\&/

- /\// neg(cls (y)) = rj/\&[—l/\l—j/\&/jeThmT

— neg(cls()))e Thm,=wb R
= \/R(xneg(cls (), r(x) = neg(cls (1))
nach Satz 1b)
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— \/(ClseNége R) (x,9)
X

— yewb(ClsoNége R)
— Frm,\Thm, S wb(ClscNégo R)
— 44, —]wb(Cls°Nége R) = Frm,\Thm,

5)
— 3,4, Partic] \/*Rek Rel (R) A wb(R) = Frm,\Thm,.

Erw (7, Z) A Maxést(T) -
—\/+Funcy (R) A RekRel(R) A wb(R) = Thm,: —
! - \R/-RekRel (R) A wb(R) = Frm,\Thm,.
Prim. A Thm, # Q)—)]
— RE (Thm,) —» RE (Frm,\Thm,)
— Rek (Frm,), RE(= Frm,) A Hy] RE (T'hm,)

— RE(™ Frm,UThm,) A = Frm,UThm, =
= INN —Frm,UIN N Thm,
=INN(—Frm,;uThm,)
=INN — Frm,;N —Thm,)
== (Frm,\Thm,)
—RE(2 (Frm,\'Thm,) A oben:] RE(Frm,\'Thm,)
—Rek (Frm,\Thm,)
—Rek (& (Frm,\'Thm,) A oben:] ™ (Frm,\Thm,) =
= X Frm,U'Thm,
—Rek (= Frm,U'Thm,) A Rek(Frm,)
— Rek( z Frm, U Thm, N Frm)),

—Rek(IN N — Frm,; A Frm, U Thm, N Frm,)

—Rek(Thm,NFrm,;) A Thm, < Frm,
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—Rek(Thm,) A 1c] Thm, = Thm,. = EAx;.

- Rek(BAxy) ABrw (7%, 7) AErw A (1,2) A
A [Cst T>|Cst T*

—EBrw (T*, Z) A Rek (EAxr) A Cst(T%)

— 1.Unvollstindigkeitssatz —| 71 Vst(7%)

Ded
= AVst(T™) AHY2] Vst AT ~ 7% Vst(T%), X

Erw (7, 2;) A Max Cst(7) = T1RE (Thm,)
Als Corollar ergibt sich wegen des Vollstindigkeits- und Korrektheits-
satzes T-Val = Thm;:

Erw (7,7, A Max Cst(T) = [ 1RE(Thm,) <] TTRE(T-Val)

Als weiteres Corollar ergibt sich, daf} in einer maximal konsistenten
Erweiterung von Z;, auch die aulerlogischen Theoreme von 7 nicht r.e.
sind:

Erw (7,2,) A MaxCst(T) =
- RE(Thm,\Thm,) —»RE(Thm, N —Thm,) A RE(Thm, )

— RE(Thm,; N — Thm, UThm, )
— RE(Thm,;U Thm,) A Thm, =
SThm,, Thm,= Thm,U Thm,
— RE (Thm,)
— [T RE(Thm;) =] TRE (Thm,\Thm,)
Erw(7,Z,) A Max Cst(7") - T1RE (Thm,\Thm,)
Ferner: Exrw (7,2,) A Max Cst(1") A Inexpansiv(7") = .Ax, = Thm,
—Ax,\Thm, =Thm,\Thm,
— EAx;="Thm\Thm,
— T1RE (EAxy)
[ TRE(Thm,\Thm, )]
Erw (7, Z;) A Max Cst(7') A Inexpansiv(7) - T1RE (EAx,)
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Man erhilt leicht folgendes Kriterium fiir Inexpansiv

Max Cst 7> Inexpan (7)< [\ A €Ax, v T /\JZ{EAXZ

o/ eFrmy

Y Vst 17—

Max Cst7>Inexpan(7) > /\ =/ v |——| /\&i A Ax;=Thm,
o/ €Frmy T
- /\ - €Ax, v —I/\&ieAx,

o eFrmy

BN eteds, v NS ey \h—ot >

o/ €Frmy

o g Ax,— 1 )\ A €A%,

al—j/\ﬂ,/\&f

— T]Cst7, X
- /\ I—Jz/—wafe/lx, , Asxc;=Thm,.

— Inexpan(T)

Sei 7, die durch die Lindenbaum’sche Theorienfolge definierte Theorie

tiber Z, fiir die bekanntlich gilt:
CstZp,—>Erw(7,,2) A Max Cst(7,))

Mittels der Definitionen fiir die Theorienfolge und 7, zeigt man leicht,
dal gilt:

CstZ,— ) é\ ol €Axy VT /\szeAxTw
e my,
— mittels des vorigen Kriteriums: Inexpans (7))

und CstZ - Erw(7,,2) A MaxCst(7,,) A Inexpans(7,,)

— mittels vorigen Lemmas: ~1 RE (£Ax;, )
CstZ,— TTRE(EAxy ) A TTRE (Thmy,)
Der eben bewiesene Satz /\ -Erw(7,Z,) A Max Cst(7)) > TIRE(Thm,).
T

kann, wie gesagt, im dem Sinn als Aquivalent des 1. Unvollstindigkeits-
satzes betrachtet werden, als zu seinem Beweis der 1. Unvollstindigkeits-
satz verwendet wurde, andererseits sich aus diesem Satz der 1.
Unvollstindigkeitssatz sofort ergibt:
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Aus Rek (EAx;) = RE(Thm,) ergibt sich durch Transposition und
implikative Vorschaltung Erw (7, 2;,) A MaxCst7' > “1RE(Thm,) —
“1Rek (EAx;), ferner durch Anwendung von £, Generalisierung und
Allquantordistribution sowie Umbenennung gebundener Variablen im
Hinterglied

N\Em(T,4,) A MaxCst(T') - TIRE (Thm,). -
T

— /\"Erw (7", Z;) A MaxCst(7") —> 71 Rek (EAx,).
»

— Erw(T,Z) AMaxCst(T)— \- T"%' T—
#

—Erw (7",Z,) AMaxCst(7")
— Vorvorzeile:] T1Rek (FHAx;)
-1 \/ Rek(EAx,)

7' Ded 1

— /\'Erw(7,Z;) A MaxCst(7") > ~1Rek Axiomatisierbar (7).
T
— 1\/ Etw (7, Z,) A Rek Axbar(7) A CstT A Vst(7T).
v

— 1. Unvollstindigkeitssatz

Es sei bemerkt, daB die Umkehr des Satzes  /\  -Rek(EAx;)—
T'€Theorie I
RE (Thm,). nicht gile Mit L*= L|:{&/ —of }:| gilt wie bei 1c: Thm, =
L

Thm, . =EAx;.

ergo: |: “1Rek(Thm L)<—>:| “TRek (EAx; ) A [RE(Thm, )<«>]|RE(Thm, .)
also \/ -RE(Thm,) A TTRek (EAx).
T€Theoriel

Dagegen 1463t sich unter Verwendung des bekannten Satzes als Pramisse

Inf (M) Rek (Zl/l)<—>\/-Rek Func(f) Awb(f)=M A /\ Sy <f(n+1).
f n
zeigen, daf3 folgende Beziehung gilt:
Ded
RE(Thm,)\/- 7" ~ T A Rek (EAx;)-
Y

—Rek Axbar(7)
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woraus sich auch von hier aus die Aquivalenz des 1. Unvollstindigkeits-
satzes mit dem zuvor anderweitig bewiesenen Satz ergibt:

/\-EBrw (7, Z,) A MaxCstT — T1RE (Thm,).
T
> /\ ‘Erw (7,7,) A MaxCst 7T
T

— "1Rek Axbar (7)+
<> 1. Unvollstindigkeitssatz
Zunachst beweisen wit:

M = N A Inf(M) - Rek (M) <> \/-Rek Func(f) A
y

A NS 0)<fOt1) Awb () =M.

ne

Problem 4c) von Shoenfield, Mathematical Logic p. 138.
1) Inf(M) A neM A (ux) M (x) <n— \/ 7= (uUx)(M(x) A 7<x)

ieM

(mit M (x) «>xeM) denn:
Inf(M) A neM A (ux) (xeM) < n—

- \/ {xeM|x<n}={ay,....a,} A a,=max{xeM|x<n}

s> ke M

> ae{xeM|x<n},a,eM A a,<n

— ay€M A neM A dk<ﬂ/\/\‘XEM/\ﬂk<X;>X<ﬂ—>
.

—>xEM A x < 7.

>x<a,<x
—-»X

> g €EMAREMA G <nA /\"xEM A aq,<x—>n<x.

= a, €M A n=(Uux)(xeM A a, < x)

- Part] \/ 7= (ux)(xeM A i <)

ieM
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2) Inf(M) A Rek (M) — \/*Rek Func (f) A
v

A /\Nf(n) <f(n+1) Awb(f)=M.,; denn:

Inf M) A Rek (M) =
> g(n):= (ux) M (x) A n< x) A \//\-xeM—»xS ne—>

—\/M & {x|x< n}eFin, MeFin, Hy] X

A A \/ ‘xeM A n<x. A Rek (M), (<), ergo Rek Func(g)

h(x, 9):=g(m5(x, ), RekFunc(h)
Indukt. Def von f:
F0): = (ux)M (), f (n+1): = h(n, f(n)), Rek Func ()
A Rek (M) =] Rek Func ( /)
FOrt1) = b, £(1) =8 (78 (1, £(1) =g (f () = (U M) A f) <)
also f(n+ 1) = (ux) (M (%) A f(n) <), etgoM(f(n+ 1)) A f(n) <
< f(n+1)

MFO) A A\MF() S M(f(r + 1))., PMI] AM(f ()
A\ ewb ()= \y=/ueM, wh(/) =M

Inf(M) A Rek (M) —
—M S wb(f) denn:

— 4\(2’6M—>z’€wb () —

— nEM—> 1 = (11x) (xEM) V (1) (xEM) < 7
—n=f(0) v Inf(M) A 7€M A (x) (x€M) < #
= newb(HV 1) =]\ 0= () (M) A i<,
i<n, JA]iewb(f)
v =) ME) A <) AP=f(F)

ieM,k
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V= () L) AFR) <) = f(+1)
v ;e\vb(f)
—>/”\;/<\”(z'eM—>z'6wb(f))—>(neM—>n6wb(f)):
PV3] A\ -neM— newb(f).

—M S wh(f)
zusammen:

Inf (M) > Rek (M) —» \/-RekFunc (/) A A f(n) <f(n+ 1) A
Vi n
A wb(f)=M.
3.) Inf(M) %\/~RekFunc(f) ANSA) <fr+1) Awb(f)=

=M.— Rek(M). denn:

Inf (M) = RekFunc( /) A N\ f(n) <f(n+1) Awb(f)=M—

a)
— A\ n<f(n) denn: 0<F(0) A \-n<f(n)—

= n<f(n) <f(n+1),
—>n+1<f(n+1).
b)
—>M(ﬂ)<—>k\</ﬂf(/é) =n

o) neM = ﬂewb(f),\/-f(/é)zn/\ﬂ)—»]/éSf(/é)z
=ﬂ,/></f(/€)=ﬂ
neM—»/L/f(k) =un

P)E<nAflk)y=n—newb(f)=M
k\</f(/é)=ﬂ—>ﬂ€M

o, B /\-M(#) (_l\</ f(#&) = n.,Rek Func ( /)]

Rek {ﬂ

></f(/é) = ﬂ}, ergo: Rek (M)
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Inf (M) %\/-RekFunc(f) /\/ﬂ\f(ﬂ) <f(r+1) Awb(f)=M-—
— Rek (M)
2,3—>]Inf(M) = Rek(1\4)<—>\/-RekFunc(f) AN ) <

<f(rn+1) Awb(f)=M.

Nun beweisen wir

RE (Thm,) <> Rek Axbar (T)

1) RE (Thm, —

— \/*RekFunc /A wb (/) = Thm,.[ Vv Thm,= 0]
s X

— zunichst 3 involvierte Definitionen

D & Ax; = {&io AN /neNA N Zf(z)}

D, EAx, = {'_4370 Ao N T/neN A N\t :f(z)}

D, Mit S(x):= &'
h(9,3):= [57,,0, 3, @ (,9): = f(S(} (1, 9)))
H(n, y):= h(13(n,3), @ (n,))

und g(0): =£(0) A /\ g(n): = H(n,g(n)) gelangt man durch

n
Einsetzungen zu der nicht-schemagerechten induktiven
Definition

£0)=70)

&) =87 ,,50m),f ()]
(g(n") = H(n,g(n) = h(m;(mg(m), @ (1,g(n)) = h (705 (n, g (),
SO, g(m))) = h(g(, (1) = [SZ,, (0, f(n)])
Daf, 5, h, ¢, HERek Func ist RekFunc ()
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RE (Thm,) -
a)
5 g Redy

o) BeE Az —|—RB
.

BeEAzy -\ B=A N ... A, A N\ =),

i<n

/\"/ Tewb(f)="Thm,
- A I_%Oa"')%ﬂ
A
>\ B=AN...NA N —A N N,
n T
- |—%
T
B bt st
T T’
.o/ >" .o/ 7€ Thm, = wb (/)
T
> \/TV=f0)="A N N\"A =/ ())
ieN J<i ’
> AN AN EEA AN o N A=A — oA
T T T’
F—of > | —of
T T
) = =
7 T
o> \/ Ayl =
T’ (dj”,u.,s//kén—u\x/ ! * L
- \/ )=yl N A A=A
Aol o ‘ ’ L
- -7
T

Ded
BT ~T
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b)
— o) RekFunc(g) A /\g(ﬂ) < g(n+ 1), wie sich aus der Def fir gergibt.

— ) wb(g) = EAx,
l)/\g(ﬂ) CA Ao nd,T MJ /\Qzﬁ = 1)

20) =f(0) =",
gy ="A NN —>g(ﬂ+1) =[$Z,,40n), f(n+1)]

[SZ Py Nandd Vol

no>

—>gn+D)="(A A AA)NA, |
M3] N\g(i) ="A A oA )]

2) gme{Tdynond meN A N f) ="/} =EAx,.

i<m

/\g(ﬂ)eEAxT,
/\]EWb (9) > \/] =g(x)eEAx,.

wh () € EAx,.
3) yeBAx, - \/y="A A A TN NTLT=1)

i<n

_>”:O—>J/:'_&f(,j:f(o) =g0) =2

n=m'-o>y="(A N . ANAINA,,
=[SZ,," A NN A, T
1)
=[SZ.,,80m), f(m + 1)]
=g(m') =g
—)|:ﬂ=0\/\/ﬂ=77/—>:|j=g(ﬂ)

— yEwb(g)
EAx,. < wb(g)
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2.,3) > wb(g) = EAx,
— o) f) Part] \/-Rek Func(g) A /\g(n) <gn+1) Awb(g) = EAxy

ed
— Primisse] Inf (EAx,) = Rek (EAx;) A )] 7" % T
RE(Thm,)— \/ Rek (EAx;)

77 Ded -

2.) Die Umkehr mittels /\-Rek(EAx,) > RE(Thm,).:
T

7" % T A Rek (EAx;) — Thm, = Thm, A RE(Thm,)

\/ Rek(EAx;)—RE(Thm,)
7' Ded

1,2] \/ Rek(EAx;,)<RE(Thm,)
7'Ded 7

Rek Axbat (T) < RE (Thm,)

AbschlieBend noch eine Bemerkung: Sei A" das Standardmodell <N,0, ’,
+,-> der natiitlichen Zahlen und Z -: = L[{.e/|Val(eZ, N)}].

o) Klarerweise ist BErw (£ -, ;)

B) Wegen —o/Val(Z, A Yund N\ T1(Val(Z,N") AVal (1,7
Zy o/ €Frm
N Val(Z, A7) v Val (T N\, N)

o/ eFrmy

(aber 1 A\ Val(eZ, ") v Val(T1.,4).)
of eFrmy,

ist CstZ - A VstZ ., also Max Cst(Z£ ;)

also aufgrund des bewiesenen Satzes: “1RE(Thm,, )

Die Sitze unvollstindiger, rekursiv axiomatisierter Subsysteme der
Zahlentheorie — wie des Peano- oder R. Robinsonformalismus-konnen
bekanntlich durch einen Idealcomputer aufgezihlt (ausgegeben) werden,
die Sitze des vollstindigen Systems der Zahlentheorie sind dagegen
durch einen Idealcomputer nicht aufzihlbar (ausgebbar).

Zusammenfassend kann gesagt werden: Es wurde zum 1. Unvollstin-
digkeitssatz eine RE-Version angegeben und die Aquivalenz beider auf
zwei verschiedene Weisen bewiesen.

Definitionszusammenstellung einiger verwendeter Konzepte

Die klassische Rekursionstheorie wird als bekannt vorausgesetzt, .o/
bedeutet die Godelzahl der Formel o7.
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Die rekursiven Funktionen neg und cls sind so definiert, daf}

neg(T.o/ ) = [§2-,7 /| =" 1./, ebenso cls ("o/ N =T /\ /7, wo-
bei /\&/ den Abschluf3 (clausum) von .7 bedeutet; FreieVar o/ =
(%10, },50 N\ oA = /\ o/ . Ist feine n-stellige Funktion, so bedeutet

G; den Graphen von f und es gilt die Definition G;(x;,...,x,,0) <>

f (X1’ n Ly ) ]
Num: = G Cls: = G,;; 1 bedeutet die charakteristische Funktion von R

Tri= {2, IV R (X)) Ay =1V TTR(x;5..05%,) Ay=0}
Kist die Converse von R: K (x,7) <> R (3,x)

ToSoR: —{<xy>|\/R (6,7 AS () AT (1,9)}; wh(R): {y|\/R(xJ

Cst;, (K> \/ k-t

o eFrmyg K

Vst(7):> /\ I—MVI——I/\&{

o eFrmy T

> —o v I— 7./ ClFtm, bedeutet eine Formel ohne
T

o/ ClFtmy T
freie Variablen

Max Cst(K):>Cst,, (K) A /\ . f—o/ > 71Cst,, (K[Z)).

o/ €Fmyg K

Max Cst(T)«>Cst,, (1) A Vst(T')
-t \/ Sige1 = A /\ -s,€Axiom; v
K

SeFinFrm Seq i<lgs

v \/ . 7‘(‘5)1,...,.&”,.’.7-)
SseiIn <t
reGrundRegelz

Erw (K, K):<>GrundReg,. = GrundRegg A /\ =/ - | —/.
S K K

Ded
I'~Tio \ A oo
K72 7 7

Frm,, Thm, bedeuten je nach dem Kontext die syntaktischen Gebilde
Formel von 7" oder Theorem in 7" oder die arithmetische 7-Formelzahl
oder 7-Theoremzahl.
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Inexpansiv(K):«>Thm,; = Axiom,
EAxiom,: = Axiom,\Thm,
TNal: = {o/| /\-Mod (M, T) > Val(Z,.M).}
Y
={|/\"Mod(M,T)—> )\ Mu,@:l.}

v:Var — ||

szzL[o,/,Jr,-;x/;éO,x’ =y ox=0, 4 O) A N\t () > ()= [\
o7 (%),

x+0=x,x+y'=(x+y)',x-0=0,xg/=x-y+x:|

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Dr. Curt C. Christian, Stral3ergasse 43—47, A-1190
Wien.



