Sitzungsber. Abt. I (1996) 205: 153-167

Zu den kongruenten Kreisen eines linearen
parabolischen Kreissystems der isotropen
Ebene

Von
J Tolke

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 10. Oktober 1996
durch das k. M. Hellmuth Stachel)

Einleitung

Nach [8] bestimmen die Schnittpunkte von vier kongruenten isotropen
Kreisen eines /nearen parabolischen Kreissystems' S [3] i.a. eine Tridens-Kurve
3. Ordnung — Kurven, die von D. Palman [2] und H. Sachs [5] untersucht
wurden. In Sonderfillen kann dieser Schnittort auch eine spezielle
Hyperbel bzw. ein Geradenpaar bestimmen, wobei dann genau eine
Gerade isotrop ist.

Sind K, ,, 1¢; drei fest gewihlte kongruente Kreise aus &, so kdnnen
wir — eventuell nach Auslbung einer geeigneten isotropen Spiegelung
[3] —annehmen, daf3 ihre Schnittpunkte ein (zuldssiges) Dreieck
S= A5, 813,555 bestimmen. Der Radius des Umbkreises #(S) sei mit 7,
bezeichnet. Die Kreise k; definieren tber ihre Schnittpunkte als Grund-
punkte ein Kegelschnitthiischel B welches nach der Klassifikation von V.
Scuric [6] vom Typ /; ist. Umgekehrt bestimmt ein Kegelschnittbiischel
B vom Typ I, o' lineare parabolische Kreissysteme &. Denn drei
kongruente Kreise x; durch je genau zwei Ecken S, 5, des eigentlichen

' Nach [3, S. 56] besteht ein lineares parabolisches Kreissystem aus allen Kreisen, die
einen festen Kreis bzw. eine feste nicht isotrope Gerade beriihren.
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Grunddreiecks S von & besitzen genau einen Apollonischen Beriibrkreis
K() [1,3],

Ist dann f aus 4 ein beliebieger von #(S) verschiedener Kegelschnitt,
so bestimmen seine von S verschiedenen Schnittpunkte mit den Kreisen
K,jeweils einen Kreis x (f). Alle so erhaltenen Kreise sind kongruent. Mit
rals Radius der Kreise k; bilden sie genau fir 27+ r, = 0 ein Kreishyperos-
kulationsbiischel. In der Klassifikation von H. Sachs [4] ist dies der Typ B7.
Andernfalls gehoren die Kreise k(ff) dem durch die drei kongruenten
Kreise k; bestimmten linearen parabolischen Kreissystem an. Sie sind
genau dann zu den Kreisen x; kongruent, wenn r+ 7, = 0 gilt. Geome-
trisch besagt dies, dall der Apollonische Bertihrkreis der Kreise «;
Umkreis jenes Dreiecks ist, dessen Seitenmittendreieck das Schnittpun-
ktdreieck S der Kreise k; ist.

Bezeichnet k€% einen beliebigen, zu den drei kongruenten Kreisen
K€ S kongruenten Kreis, so betrachten wir die Schnittpunkte des Kreis-
quadrupels {K,, 10, k5, K }. Ist K # K, K,, K3, so liegen die Schnittpunkte
des Kreisquadrupels genau dann auf einem Kegelschnitt § # #(S) des
durch § bestimmten Kegelschnittbuschels 4, wenn r+ r, =0 gilt. Bei
Erfulltsein dieser Bedingung kann so jeder Kegelschnitt ff # #(S) von
A erhalten werden. Da das Kreisquadrupel fiir k = k; (/€{1,2,3}) tri-
vialerweise den einzigen Kreis #(§) von 4 bestimmt, haben wir somit
eine geometrische Ergengnng der Kegelschnittbiischel vom Typ /; gewonnen.

Aufgrund dieser Ausfithrungen beginnen wir nachstehende Unter-
suchungen mit einer theoretischen und konstruktiven Behandlung des
Apollonischen Beriibrproblems fiir Fall dreier kongruenter Kreise. J. Lang [1] hat
ein konstruktives Losungsverfahren mit Methoden der projektiven Geo-
metrie aufgezeigt. H. Sachs [3] gibt einen Existenzbeweis mittels der
pentazyklischen Koordinaten. Im Falle dreier kongruenter Kreise sind
Sonderiiberlegungen noétig. Diese liefern zugleich eine geometrische
Deutung der von K. Strubecker [7] in die isotrope Dreiecksgeometrie
eingefihrten Sehwergeraden.

§ 1. Das Apollonische Beriihrproblem fir drei kongruente Kreise
mit einem Schnittpunktdreieck

1. Bezeichnet r (#0) den Radius der kongruenten Kreise i, k,, Ky mit
einem Schnittpunktdreieck S: = A (S5, 513, 55), 5,1 = K,N K,=:5,, so gilt
fir den Radius R des Apollonischen Berthrkreises K sicher R # 7. Durch
eine isotrope Bewegung kénnen wir erreichen, dal3 die Schnittpunkte

Sj der Kreise die Koordinaten (A, B, .€R)
81, =(0,0), 8= (4,0),5, = (AB B) mit AABGAB—A)#0 (1)
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bekommen. Fir den Radius 7, des Umkreises von A(S),, 53, 55) gilt
r,={A(B—A)}"" @
Damit ergibt sich die Darstellung der drei kongruenten Kreise k; mit dem
Radius » (#7,) zu
Kp y=rx(x—A), Ky y=rx"+(1—ri’B)i 'x,
Ky y=(x—A) {rx+ AB(r,—n}. o
Fir den Apollonischen Bertihrkreis K folgt

1
K y=0r+n)x"+5; {1—M(A+iB)}x+Mzg )

Die Berithrpunkte B; von k; und K bestimmen sich zu

B, = < AB+ A, ’"B> (AB Aﬂ)
r Ar

" “

©)
B,= (AB+ A, AB{rA+ ABr}).
Die Ausdriicke (5) legen es nahe, jenes Dreieck D: = A(D,, D,, D;) zu
betrachten, welches das Dreieck A(S),, 5,5, 55;) als Seitenmittendreieck
besitzt. Wir haben

D, =(—JB+A —B), D,=(B—AB), D,=(AB+A,B),(G)

wobei S, der Seitenmittelpunkt von D, und D ist. Nach K. Strubecker [7]
ist die Sf/yu/eiggemde eines zuldssigen Drelecks als jener Punktort erklirt, fir
welchen die Summe der isotropen Lotabstinde von den Dreiecksseiten
verschwindet. In [7] werden fir sie mehrere geometrische Eigenschaften
und lineare Konstruktionen angegeben. Mit den Verbindungsgeraden

1
DvDy: y=ABrx, DDy y= I(X—A), DDy y=B(7)
folgt fiir die Sehwergerade d, [7,5.508] des Dreiecks D die Darstellung
1 1
d: y=§r”(2/lB—A)x—|—§i_zr;1. 8)

Der Apollonische Bertihrkreis K ist genau fiir 37+ 7, =0 eine Gerade,
und zwar nach (4) und (8) die Schwergerade . Damit haben wit nebenbei
folgende geomsetrische Deutung der Schwergeraden erhalten. Mit [7,5.550] folgt
(s. Abb.1).

Satz 1. Die Schwergerade eines zuldssigen Dreiecks der isotropen
Ebene ist jene Gerade, zu der es drei sie bertthrende und jeweils durch
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Abb. 1. Die Schwergerade 4, des Dreiecks D als Apollonische Berithrgerade der Kreise k;
@r+r,=0)

genau zwei Ecken des zugehorigen Seitenmittendreiecks gehende kon-
gruente Kreise gibt. Der Radius dieser drei Kreise ist gleich dem
2/3-fachen des Umkreisradius des gegebenen Dreiecks.

Fir das Apollonische Bertihrproblem gilt wegen (5) and (6)

Satz 2. Drei kongruente Kreise k,; der isotropen Ebene mit einem
Schnittpunktdreieck §: = A (S5, 515, 5) (5 =K,NK) besitzen genau
dann eine gemeinsame Tangente, wenn fir ihren Radius  die Beziehung
3r+r,=0 gilt, wobei r, der Radius des Umkreises des Dreiecks § ist.
Diese Tangente ist dann zugleich Schwergerade &, des Dreiecks D,
welches § als Seitenmittendreieck besitzt. Die Tangentenberiihrpunkte
sind die isotropen Projektionen der Ecken von D auf 4. (s. Abb.1).

Damit ist die Konstruktion der Apollonischen Beriihrgeraden bei
gegebenem (zulidssigem) Schnittpunktdreieck S linear ausfithrbar. Uber
ihre Bertihrpunkte B, lassen sich dann die Kreise x; etwa mittels des
Peripheriewinkelsatzes [3, S.32] konstruieren.

2. Im allgemeinen Fall 37+, # 0, in dem die Berthrpunkte 5, ein
Dreieck bilden, sind die Dreiecke A(D,, D,, D;) und A (B,, B,, B;) nach (5)
and (0) perspektiv affin oder Zusammenfallend. Letzteres tritt genau flr
r+ r,= 0 ein. Wir kommen hierauf auch im 4. Abschnitt zuriick. Uber die
Darstellung der Dreiecksseiten

1—Ar(A+AB)  1r+r,

BvB,: y= 2 x 1
1 , 2rA+ AB(r+r,)
BvB;: y—E{ZrA—f—AB(rM—r)}x—f— 27,
1 2riB+ A
BBy y=3(r+r)@2B—A)x— s *2'& (r+r)
,

“"
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sehen wir dann: Dre Dreiecke A(D,, D,, D;) und A(B,, B,, By) haben dieselbe
Schwergerade d.. Wie man den Darstellungen der Geraden B,»5,und denen
der Verbindungsgeraden DD, nach kurzer Zwischenrechnung ent-
nimmt, ist im Falle 7+ 7, # 0 4. zugleich die Affinititsachse.

Satz 3. Zu drei kongruenten Kreisen k; der isotropen Ebene mit dem
Radius 7 und einem Schnittpunktdreieck S:= A(S},,5,.5,3), wobei
5j: = K,NK; gesetzt wurde, existiert genau ein Kreis K, der k;, K, und K;
bertihrt. Bilden die Bertihrpunkte B.€k, K ein Dreieck B:= A(B,, B,, By)
und bezeichnet 7, den Umkreisradius von S, so ist B fir r+r,7#0
perspektiv affin zu jenem Dreieck D, welches § als Seitenmittendreieck
besitzt. Die isotrope Richtung ist die Affinititsrichtung und die (gemein-
same) Schwergerade der Dreiecke D und B die Affinititsachse (s. Abb.3).
Gilt r+r,=0, so ist der Apollonische Bertihrkreis der Umkreis des
Dreiecks D und beriihrt die Kreise k; in den Ecken von D (s.Abb.2).

Abb. 2. Der Umkreis des Dreiecks 1 als Apollonischer Beriihrkreis K der Kreise k;
(r+7,=0)

Abb. 3. Der allgemeine Fall: Das Dreieck B der Beriihrpunkte der Kreise k; ist perspektiv
affin zum Dreieck 1 mit der gemeinsamen Schwergerade d; der Dreiecke B und D als
Affinititsachse
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Bei gegebenem Kreis x; und dem Schnittpunktdreieck S146t sich tber
die Schwergerade 4. sofort entscheiden, ob die Situation von Satz 2 oder
eine der beiden Situationen von Satz 3 votliegt, nimlich je nachdem der
Schnittpunkt B, von Kk, mit der isotropen Geraden durch D, auf 4 liegt
oder nicht bzw. mit D, zusammenfillt. Gilt B, = D,, so ist die Konstruktion
des Apollonischen Bertihrkreises K klar. Gilt B, # D, und B, ¢4, so 1aBt
sich tber 4. das Berithrdreieck B und damit K konstruieren.

Bemerkung 1. Theoretisch 1Bt sich der Fall ,+ r#0 auf jenen mit
r+ r,= 0 zuriickfihren. Dies gelingt mit der Zsotropen Kreisspiegelung o |3,
S.149f]

’

1
x=x, y=§(r+ ryx?—y'.

Denn dann gilt fiir den Kreisradius 7’ der Kreise o (k): ' = (r, — ) /2 und
fur den Kreisradius R von ¢ (K): 2R =7'. Jetzt ist —r" der Umkreis-
radius von ¢ (§) und R der des Dreiecks D* (# g (D)), wobei ¢ () das
Seitenmittendreieck von D* ist. Es gilt mit den Ecken D} 0 (B) = D*.
Die Abbildung ¢ ~' liefert den gesuchten Apollonischen Beriihrkreis.

§ 2. Das Apollonische Beriihrproblem fiir drei kongruente Kreise,
deren Schnittpunkte eine Gerade bestimmen

Bestimmen die Schnittpunkte S, dreier kongruenter Kreise K, k,, k; eine
Gerade g, so konnen wir uns diese 0.B.d.A. als x-Achse des Koordinaten-
systems wihlen. Sind alle S, voneinander verschieden, so konnen wir ihre
Koordinaten zu

5,=00,0), S;3=(4,0), S5=(B0), mitA#B, A BeR

annehmen. Damit folgt mit dem Radius 7* (€R) der Kreise k; die
Darstellung

Kt y=r¥(x—Ax, K, y=r¥(x—DBx
Ky: y=r¥(x—A) (x—B) mit ABA—B)#0.
Als Darstellung des Apollonischen Bertihrkreises K ergibt sich
%
K y=C (2044 By — (- By},
Mit den Berithrpunkten BeK k;
B =(A—-B,—r*B(A—B)), B,=(—(A—DB),r*A(A—B)),
By=(A+B,r*AB) )
folgt
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Satz 4. Haben drei kongruente Kreise k; drei verschiedene kollineare
Schnittpunkte, so existiert genau ein Kreis K, der k,, K, und K, berihrt.
Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte der Kreise k;,ist Schwergerade
des Dreiecks der Bertihrpunkte von K mit den kongruenten Kreisen k.

Zur Konstruktion benutzt man zweckmiBig die isotropen Projektionen
der Berithrpunkte (9) auf die x-Achse, die vermdge der Schnittpunkte
J); der Kreise x, und k; linear konstruierbar sind. Die isotropen Geraden
durch die Projektionen schneiden dann die gegebenen kongruenten
Kreise k; in den gesuchten Beriihrpunkten mit dem Apollonischen
Beriihrkreis.

Bemerkung 2. Theoretisch 1dBt sich unser Fall auf die in Satz 2 be-
schriebene Situation zuriickfihren. Denn tben wir eine isotrope
Spiegelung o am Kreis vom Radius 3p, aus, so ist p, der Umkreisradius
des von den Bildpunkten o (5;,), 0 (8;3), 0(85;) gebildeten Dreiecks. Fur
den Radius r bzw R der kongruenten Kreise o (k) bzw. des Kreises
o (K)gilt damit

r=p,—r* bzw. R=p, — ér* = 1 GBr+p,).
4 4
Bei Wabivon p, = 3r*/4 liegt also die in Satz 2 beschriebene Situation vor.
Sind nur zwei verschiedene Schnittpunkte der drei kongruenten Kreise
K, vorhanden, also zwei drei Kreise auch noch konzentrisch, so hat das
Apollonische Berithrproblem keine Lésung.

§ 3. Drei kopunktale konzentrische Kreise

1. Derartige Kreise liegen nach der Klassifikation von H. Sachs [4] in
einem Oskulationsbiischel von Typ A 10) [4,S. 364]. Natiirlich gibt es jetzt
keinen Apollonischen Berithrkreis. Benutzen wir das in [3,S. 52ff]
beschriebene Ubertragungsprinzip, welches die Kreise bijektiv auf die
Punkte einer lings eines einteiligen Kegels 2. Ordnung /V; aufgeschnit-
tendreidimensionalen Hyperfliche 2. Ordnung M3 <= P,(R) abbildet, so
folgt dies mit (/= 1,2, 3)

2rx? —2rAx—2y=0, A—A#0 firi#k
daraus, daf3 das Gleichungssystem [3, S.54]
2rA + 22— 3 — P Az, =0

die Losungsgerade g = s{1:0:0:0:0} + #{0:0:0:1:27} besitzt. Diese liegt
aber in jener Tangentialhyperebene, welche die M3 nach V3 schneidet.
Dieser (triviale) Sonderfall blieb in [3, Satz 4.6] unbeachtet.
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2. Wir kénnen jedoch fragen, ob es drei kongruente kopunktale Kreise
so gibt, dal} jeder genau zwei Seiten eines gegebenen Dreiecks zu
Tangenten hat. Die Losung ergibt sich durch Dualisierung von Satz 1,
d.h. durch die Polaritit am Hauptkreis b, des Dreiecks D, das fiir 4, ein
Polatrdreieck ist [7, S.512]. /, ist zugliech Inkreis des Dreiecks S seiner
Seitenmitten. Analytisch ist die Polaritit wegen (6) durch

x=@AB—A){2iu—1), y=—v+(B—Au (10)

bestimmt, wenn wit die Inzidenzrelation in der Form y= ux-+v
schreiben. Das polare Bild von §ist das Dreieck W: = A (W] W, W,) der
Winkelhalbierenden des Dreiecks und das Bild der Schwergeraden 4. der
(geometrische) Schwerpunkt des Dreiecks S [7, S.535]. Da 4, zugleich
Umkreis von W ist, ist § umgekehrt das zu I gehorige Tangenten-
dreieck. Also haben wir

Satz 5. Sei W ein zulissiges Dreieck der isotropen Ebene. Dann gibt es
genau drei kopunktale und kongruente Kreise i} so, daf jeder genau zwei
Seiten des gegebenen Dreiecks zu Tangenten hat. Der gemeinsame Punkt
der Kreise i ist Schwerpunkt des zu W gehérigen Tangentendreiecks S.
Der gemeinsame Kreisradius R(ic}) ist gleich dem —3/4-fachen des
Umbkreisradius R(IV).

Die letzte Aussage kann z.B. mit (3) und (10) gezeigt werden. Denn
danach gilt

3|r

114
KF: p={ﬂ2—(A+iB)%+B},
also gilt nach [3, S.27] R(x}) = —(3/106)r,. Da nach [7, S.550] fir die

Umkreisradien R(I7) = 1/4 R(S) eilt, folgt R(iF) = — 3/4 R(IV).

§4. Schnittpunktseigenschaften kongruenter Kreise eines linearen
parabolischen Kreissystems

1. Wir denken uns drei kongruente Kreise ki, K,, K; eines linearen
parabolischen Kreissystems & (K) fest gewihlt. Analog zur Bemerkung
2 (d.h. eventuell nach einer geeigneten isotropen Spiegelung) kénnen wir
annehmen, daf ihre Schnittpunkte S, = K;N K, ein zuldssiges Dreieck
S=A(S, 515,555 bilden. Die Schnittpunkte der Kreise k; bestimmen
damit in der projektiven Ebene P,(R) > /, die Grundpunkte eines nicht
ausgearteten Kegelschnittbiischels, das nach der Klassifikation von V.
Scuric [0, $.50] vom Typ /; ist.

Satz 6. In der isotropen Ebene liege ein Kegelschnittbuschel 4 vom
Typ £, vor, und es bezeichne 55, 53, 5,; die eigentlichen Biischelgrund-



Kongruente Kreise eines linearen parabolischen Kreissystems 161

punkte. Ferner sei k; jenes Tripel kongruenter Kreise vom Radius 7,
dessen Kreise x; und K, genau den Punkt §; gemeinsam haben. Ist f€ %
ein beliebiger, aber vom einzigen Biischelkreis #(§) verschiedener Kegel-
schnitt, so liegen seine von S, verschiedenen Schnittpunkte fNk;
(1=1,2,3) auf einem Kreis k(f), dessen Radius unabhingig von f ist.
Die Kreise dieser so gewonnenen Schar kongruenter Kreise sind genau
fir 27+ R(#(S)) = 0 konzentrisch und gehéren sonst der durch die
Kreise K; bestimmten linearen parabolischen Kreisschar an (s.Abb.4).
Genau fur 7+ R(x(S)) = 0 sind die Kreise k (f) sogar zu den Kreisen k;
kongruent (s. Abb. 5).

Beweis. (1) Nach dem ersten Abschnitt kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
daB3 die Punkte S, die Koordinaten (1) haben. Damit gilt fiir die

Abb. 4. Allgemeiner Fall: Die kongruenten Kreise k (f§) als Schnitterzeugnis der Kreise k;

mit den Kegelschnitten f§ # #(5) des Kegelschnittbiischels, erzeugt durch die kongruen-

ten Kreise . Die Kreise k, k () gehoren demselben linearen parabolischen Kreissystem
an

Abb. 5. Alle Kreise k(f) sind kongruent zu den Kreisen k; und beriihren deren
Apollonischen Bertihrkreis K(r+ 7, = 0)
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Kegelschnitte des durch die Punkte 5, bestimmten Biischels vom Typ /
B(r); x(x+(t—A)) —Ax+Ai(A—1B)y=0. (11)

Fur © = / erhalten wir den einzigen Biischelkreis u(S), namlich den Umkreis
des Dreiccks 5: = A (S, 55, 5,). Damit gilt R(($)) = 21, = [L(2B— ).
Die zerfallenden Kegelschnitre exrgeben sich aus (11) fir

Ba): (x—2By=0; 1,=c0
By (—A)(x—A)=0; 1,=0 (12)
B(ry): x(x+(A—ABB 'y—A)=0, 1,=A/B.

Die tbrigen 1-Werte bestimmen die speziellen Hyperbeln des Buschels.
Fur die folgenden Beweisteile sei T # 4 vorausgesetzt.
(ii) Fir die Darstellung der Kreise «; gilt (3). Damit bestimmen

sich die von S, verschiedenen Schnittpunkte ff(7) Nk, = =:(x, ;) zu
1+ Ar(A—1B) [+ ArA—=tB)](Ar,— 17
TGy T IrG—1r,
1+ rF(A—B) 1+ r(A—1B)
2= 0— 2T =, 19
_AA—=TB)(r—1,) _urtlrA—1B),
=T gy BT =i T
Fur die dadurch bestimmten Kreise k () = k*(r, 1) folgt
K(B): y=(/rx+ax+y (14)
Mit
At AA=TB) rPt+ i+ 2r2(A—1B)
B (A—1) ’ (A —1)
(15)
_ r—r, o 2 _
Ty rA(A—1B) [t + ri>(A—1B).

(iti) Der Darstellung (14) entnehmen wir die Kongruenzaussagen
und damit eine weitere geometrische Deutung des Falles r+7,=0
(Satz 3).

Wegen

2 1 N2
az%[iB(r”—Zr)+z:|+%(2r+r”) (16)
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folgt, daf die Kreise k (f) genau fur 27 + r, = 0 das Hyperoskulationsbiischel
B7 bestimmen [4, S.340], dem dann auch der Apollonische Berithrkreis
K der Kreise K, K,,Kk; angehort. Er ergibt sich als Kreis x(f) fur
(A—2.B)t+ (24— AB) . =0. Genau fur 2r+ r,= 0 ist der Apolloni-
sche Bertihrkreis K zum Inkreis des Dreiecks D des 1. Abschnitts kon-
gruent und dann konzentrisch.

(iv) Zum Beweis, dal3 der Apollonische Kreis K der K, i.a. ein
Bertihrkreis vom Kreis x(f) ist, berechnen wir die Schnittpunkte von
Kund x(f). Nach (4) und (14) gilt fiir deren Abszissen

rzx_r 2.2 L _ _ ry_r_ —
pye: Qr+r)x +[21{1 Ar(A+ AB)} oc:|x—f——4/127i y=0.
(@)

Wir haben

r/;z y= WSH[HJ +22r(A—1B) ®)

und nach (15)

%{l—/lr(/l—i-iB)}—oc {C+27t+ 2

B 1
C2.(h—1)r2
+2723(A—1B)]}

=A—0r:—Ar(A—0tr2(A+ AB) —2r2—2)7r*r,(A—1B).
Wir formen um:
C=—[t+A4+22r(A—1B)| (rr,+ r2)
und erhalten somit

—r) Qr+r,)

—{1—}r(A+iB)}—oc— G a7

[t4/42r22(A—1B)).

©
Wegen (a), (b) und (c) beriihren sich die in Rede stehenden beiden Kreise,
und fiir die x-Koordinate des Bertihrpunktes gilt

T+ AF2r2A—-1TB) .
x,(t,r) = =1 @r+r) mit 2r+r,#0. 17

2. Der Fall r = — r,ist von besonderem Interesse und hingt eng mit den
Tridens-Kurven 3. Ordnung t° zusammen. Man versteht darunter alge-
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braische Kurven 3. Ordnung, bei denen der absolute Punkt ein Knoten
mit der absoluten Geraden als Tangente ist. Die Kurven #” wurden von
D. Palman [2] und H. Sachs [5] untersucht.

Wir gehen dazu von vier kongruenten Kreisen K, K, K;, Kk eines
linearen parabolischen Kreissystems % aus. Hierbei setzen wit voraus,
dal3 der Radius R des Apollonischen Berithrkreises K(§) nicht verschwin-
det. Die Kreise x; denken wir uns so gewihlt, daf3 ihre Schnittpunkte ein
(zuldssiges) Dreieck S bilden. Bezeichnet r, den Radius des Umkreises
#(8) von S und r den Radius der Kreise k; und «, so gilt nach dem 1.
Abschnitt die Abhidngigkeit 7, = 4R — 3r. Lassen wir k das Kreissystem
& dutchlaufen, so entstehen Schnittpunktskonfigurationen F (i) der
Kreise K, k, die fur x #k, in P,(R) > /, neben dem absoluten Punkt
F und der Ferngerade als Tangente in F aus 6 eigentlichen Punkten
bestehen. Um Aussagen Uben die hierdurch bestimmte algebraische
Kurve zu machen, tber wir eine isotrope Spiegelung ¢ aus. Wahlen wir
den Radius p des Inversionskreises zu p =r/2, so wird F () ,lineat-
isiert™: Die Bilder o (k), o (k) sind Tangenten des Bildkreises o (K(S))
mit dem Radius R, = r — R. Nach [8] bestimmen die Schnittpunkte des
Tangentenvierseits ¢ (k,), 0 (K,), 0 (k5), 0 (k) von ¢ (K(Y)) entweder eine
Tridenskurve 3. Ordnung #” oder zwei der Schnittpunkte sind parallel
und die tbrigen liegen auf einem Kreis.

Die Tridens-Kurve ist also in eine isotrope Gerade und einen Kreis
2 zerfallen. Wie man (8) entnimmt, gilt fiir seinen Radius Ry = 2R .
Bekanntlich ist ¢~ (#) i.a. wieder eine Tridens-Kurve 3. Ordnung [2,
S.40], d.h.: die Schuittpunkte von vier kongruenten Kreisen eines linearen paraboli-
schen Kreissystems liegen i.a. auf einer T ridens-Kurve 3. Ordnung.

Nach [2,8] ist ' (#) genau fiir p = R, eine spezielle Flyperbel, was mit
r~+r,= 0 dquivalent ist. Die Schnittpunkte F(k) liegen also auf einer
speziellen Hyperbel des durch §und den absoluten Punkt F als Grund-
punkte bestimmten Kegelschnittbiischels . Ebenso ist 6~ ' (Z) genau
dann eine Gerade, wenn 7 = Ry, also r + r, = 0 gilt. Die Schnittpunkte
F (i) liegen dann auf einer isotropen Geraden durch eine Ecke von Sund
der Verbindungsgerade der anderen beiden Ecken. Wir haben also einen
zetfallenden Kegelschnitt des Bischels 4.

Satz 7. Seien k; vier (verschiedene) kongruente Kreise mit gemein-
samem Apollonischem Beriihrkreis von nicht verschwindendem Radius
R so, daf3 die Schnittpunkte von ki, K,, i ein Dreieck § bilden. Dann
liegen die Schnittpunke der vier Kreise k, genau dann auf einem Kegel-
schnitt, wenn fir den Radius r der Kreise k; gilt: »=2R. Dieser
Kegelschnitt geh6rt dann dem durch § und den absoluten Punkt F
bestimmten Biischel 4 an.
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Abb. 6. Die Tridens-Kurve ), bestimmt durch die Schnittpunkte des Tangentenvierseits
o (), 0(k,), 0 (k;), 0 (k) des Kreises a (K(S))

Abb. 7. Die Tridens-Kurve /¥ istin einen Kreis X und eine Diagonale des Tangentenvier-
seits zerfallen

3. Nach dem 1. Teil dieses Abschnittes 1463t sich fir » 4+ , = 0 auf diese
Art jedervom Kreis #(5) verschiedene Kegelschnitt f€ 4 erzeugen. Denn
danach existiert zu den kongruenten Kreisen K, K,,k;€% ein dazu
kongruenter Kreis k,: =k (f) aus & (s. (14)) so, dal die Schnittpunkte
der Kreise k, ... K, auf f§ liegen und f bestimmen.

Da wir fiir k, = k,(/€{1,2,3}) trivialerweise den einzigen Biischelkreis
#(S) von A erhalten, haben wir folgende geometrische Erzengung des
Kegelschnittbiischels vom Typ /; gewonnen.

Satz 8. Sei # cin Kegelschnittbuschel vom Typ /; mit dem eigentlichen
Grunddreieck §= A (5,5, 53, 5,3)- Bezeichne 7, den Radius des Umkreises
von Sund & das lineare parabolische Kreissystem, das durch jene drei
kongruenten Kreise k; vom Radius — r, bestimmt ist, welche je durch
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Abb. 8. Ein zerfallender Kegelschnitt ff(t,) des Blischels 4, erzeugt tber die Schnitt-
punkte der kongruenten Kreise x () und x;, (r+ r, = 0)

genau zwei Ecken von § gehen. Dann bestimmen die Schnittpunkte der
kongruenten Kreise k; und k mit k€% alle Kegelschnitte von %, wenn
der zu k; kongruente Kreis k das Kreissystem & durchliuft.

Die Berthrpunkte (17) lassen sich fiir T = 1., 7,, Ty und r + r, = 0 linear
konstruieren. Schreiben wir fiir sie

B = (x,(t, = 7.),0,(T —7.)),
so folgt nach (17) und (4)
E,=QBAB—A,—B), E,=(3A—IB,4&A— B,
E,=(—A—AB, —JBr,3A+ JB)).

Spiegeln wir andererseits die Punkte D,an S, (7 #j # & # 754, j, &k = 1,2,3),
so haben die gespiegelten Punkte D die Koordinaten

D¥=(3AB—A3B), Df=(3A—iB,—B), Df=
(—A—JB,—B).

Die Dreiecke E: = A(E,, E,, E;) und D* = A(D¥, D¥, D¥) sind also
petspektiv affin, und £'ist das Hohendreieck von D¥*, wie die Darstellungen

D¥vD¥:y= —B; Df{vD¥:ly=x+A, DyvD5:
y=ABr,(x—2A)
zeigen (s. Abb. 8).
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