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Operatormethoden fiir g—Identititen IV:
Eine Klasse von J—Gould—Polynomen

Von
J. Cigler

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 10. Oktober 1996
durch das w. M. Johann Cigler)

Die klassischen Gould-Polynome A (x, r): = =, ("), 7= 0 ganz, sind
durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert (vel [5]):

1) A,(x) ist ein Polynom vom Grad deg A4, = #

2) A0)=36,,

3) EVAA) =A, ().

Dabei ist E%(x) =f(x+a) der Verschiebungsoperator und
(Af)(x) = f(x+ 1) — f(x) der Differenzenoperator.

Wir wollen nun ein g—Analogon G (x,7) der Gould-Polynome
definieren, das dieselben formalen Eigenschaften aufweist. Wir verwen-
den dazu die Bezeichnungen von Teil I ([1]).

Sei F = R(g) der Kérper der rationalen Funktionen in der Unbestimm-
ten ¢ uber R und F[X] der Ring der Polynome tuber [F. Sei
Z:={[x]| ==l xeZ).

g—1"

Wir ordnen jedem Polynom p(X) =Y, X*, a,€F, die Funktion
p:Z—[Fzu, die durch

P = Yang™
definiert ist. Wir nennen p(|x]) ein g—Polynom. Es erweist sich als

P . . : Al X .
zweckmiBig, statt der Basis {¢“},., die Basis {¢'? ,é:| zu wihlen.
£=0
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Wir schreiben dann ein g—Polynom in der ,,Normalform®

) = Zb oo m

Sei B(Z) die Menge aller Funktionen f: Z— [.
Wir definieren auf B(Z) den Verschiebungsoperator £, a€ Z, durch

(E) () =S¢+ al)

und den Differenzenoperator A durch

_ S+ 1) — /(D)
q

GYSI(ES)
Dann gilt AE = gEA, weil Eqg™=¢**" und
S+ 2]) —f(x + 1))

X

9

AE)f 1 = Af([x+1])

und

(EA)f[X] =Ef([x+ 1)) —/([x]) =f([X+ 2) —f(x+ 1)
q’( qx+1

gilt.
Es ist dann (vgl [1] (40))

1 /2 1
E— g% = —1 %) Sk
qﬂX H( q ) qﬂx Z ( ) |: }

£=0 k=0

gON =

DEFINITION. Die Folge G(|x],7) von g—Polynomen heil3t Folge der
g—Gould-Polynome zum Parameter r€ {0,1,2... }, wenn
1) deg G,(|xd, ) =7
2) G101 =5,
3) (B DG D =G, ([,
gilt.
Da Af[x] = 0 nur fiir die konstanten Funktionen gilt, ist die Folge G,
falls sie existiert, eindeutig festgelegt.

Nun ist klar, daB3 die Folge G ([x],0) = ¢ |:X:| alle Eigenschaften fir
n

+1
r=0 erfiillt, weil |:X :| — |:X:| = qx”+1|: x :| gilt.
n ” n—1

Die g—Gould—Polynome zum Parameter 7= 0 sind also im wesen-
tlichen die g—Binomialkoeffizienten. Der Faktor ¢4*) garantiert die Figen-
schaft 3).
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Fir »=1 lassen sich die Gould—Polynome G([x], 1) ebenfalls durch
eine explizite Formel darstellen:

x+n—1
G,,<[x],1>=[ v }

Denn 1) und 2) sind trivialerweise erfillt und 3) folgt aus

1A x+n—1 —E”l x4+ n B x+n—1 _
n - A n n -
+n—1 x+n—2
e - .
R B

X nr—+x

Im klassischen Fall g =1 gilt A4 =
m klassischen Fall ¢ = 1 gilt A4 (x, 7) et

Diese Formel hat kein offensichtliches Analogon fiir beliebige g. Wir

miussen daher anders vorgehen.
Wir suchen g—Polynome
Z C(Z (2)|: :|
£=0
mit C” #0,C% =5, und

nn

(ET N G(1,7) = G, ([, 71-
Diese Gleichung bedeutet

" EYC g [ } AY.Clq? [;j

Nun gilt die Vandermonde’sche Formel

el

Denn setzt man ¢ |: } z a, q(2> |:Z:|, so ist

n n
— LN | Y = o0 |
g q [k} A
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Dabei bedeutet Lp[x] = p(|0]). Wendet man die Vandermonde’sche
Formel auf (¥) an, so ergibt sich

, N , N x4+
ZC;/;HQ(Z) |:,é:| = ZC(ﬂ—)uq(Z)[ / :|
k

r

s N RO
Z 1y [/J[/ é}q q'* g
_ /f X /2 r o (7)

_élq()[/é};[j}q( >qu” 1k+)

De die |:Z:| linear unabhingig sind, liefert ein Koeffizientenvergleich

die Rekursion

7) ” r 7
O gt z[ } ben,,, 0

Zusammen mit C\ =1, C')=05,, CY=0 fir £>» ist also die
Existenz und Emdeutlgkelt der q—Gould Polynome G,([x],7) gleich-
bedeutend mit der Existenz und Eindeutigkeit der C,, mit den obigen
Nebenbedingungen. Diese ist aber evident.

Es ergibt sich

1 0 0 0

" 0 1 0 0
C=(C% =

“ 1o G g 0

Daraus folgt:
Gy([x],n =1
Gi([], ] = []

_ X 1| X _M 1 ...
Getn=1[7 |+ |3 |- Sar+rra-,

Wir kénnen aber auch umgekehrt die g—Polynome q(Z) |: :| durch die
G, ([x], ) ausdriicken:

n

(2)|: } Zﬂ;z/eG ([x], 7).
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Es ergibt sich

a,, = L(E~"Aq® [XJ = LE g~ BNy <5>[ }
n n
| — Ar
=, 75 dh

n=k kr
[ } Zq*’“) v )[”_/J G ([, - ©)
= <q,(§)+<~2/<> |:”__'é/;:|>' 3)

Mit derselben Methode ergibt sich, daf3 die c’, gegeben sind durch
=Gy skl g™ . Q

Speziell ist z.B.

AuBlerdem ergibt sich genauso die folgende Formel:

G(lx+1,7)= qu’G £([1,7) Gi([x], 7] ®)

Das ist das g—Analogon der Binomialeigenschaft fiir die klassischen
Gould—Polynome.
Analog zeigt man

=Yg =) =D TG, ©)

In der Praxis treten g—Analoga von Gould—Zahlen vor allem beim
Abzihlen von Gitterwegen auf. Eine ausfithrliche Darstellung findet sich
in [3] und [4]. Die hier betrachteten g—Gould—Polynome sind im wesen-
tlichen identisch mit den g/, (r— 1, 4,4) von [4].

Genauer gilt folgendes: Sei x > 0. Dann ist G, ([x], 7) das Gewicht aller
Wege von (0, 0) nach (m + x, x), bei welchen (r— 1) # + x Aufstiege (1, 1)
und 7 ,,Abstiege” (1,1 — 7) auftreten und die niemals auf die x—Achse
zurliickkehren. Codiert man einen solchen Weg durch eine Folge
a=aa, a,,. mit a,€{0,1} wobei 0 einem Aufstieg und 1 einem
Abstieg entspricht, so ist das Gewicht gegeben durch ¢”“ mit
w(a) =A— (r—1)B—rC, wobei A die Anzahl der Paare a,a,7 <}, mit
a,=0, a —1 ist, B die Anzahl der Paare 4,4,/ <j, mit 2,=a;=1 und
C =1 die Anzahl der a;= 1 bedeutet.
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Mit dieser Interpretation lassen sich alle Formeln auch rein kom-
binatorisch beweisen.

Fir r=21ist C,: = G([1]) = G,_, (|2]) ein g—Analogon der Catalan-
zahlen. Aus (5) ergibt sich

G =G, 2D) =61 +1))

= Y JGqne =Y ¢°C.C.

k+Il=n k+l=n

Somit ist C, mit den g—Catalanzahlen E; von [2] identisch.
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