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Operatormethoden fiir g-Identititen V:
g-Catalan-Baume

Von
J. Cigler

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 14. November 1996
durch das w. M. Johann Cigler)

Seir = 2 ganz. Fir jedes x = 1, 2, 3... konstruieren wir einen Wurzelbaum
G, dessen Kanten mit 0, 1,2,... bezeichnet sind, folgendermafBen: Die
Waurzel habe den Grad x und die von ihr ausgehenden Kanten seien mit
0,1,...,x—1 bezeichnet. Der Endknoten jeder Kante mit der Bezeich-
nung 7 habe den Grad r+ 7 und die von ihm ausgehenden Kanten die
Bezeichnungen 0, 1,...r+ 7 — 1. Ist x = 1, so nennen wir C”: = G| einen
Catalanbaum. Fir =2 wurden Catalanbiume von J. West [2] unter-
sucht. Er hat u.a. gezeigt, daf3 die Anzahl der Knoten auf der Héhe 7 oder
—was auf dasselbe hinauskommt—die Anzahl der verschiedenen Wege
o, 0.0, von der Wurzel zur Hohe # gegeben ist durch die Catalanzahl

= 1 rm\ 1 ron—+1
" r—Dn+1\n) ra+1\ n )

Wir wollen im Folgenden ein ¢g-Analogon dieser Situation studieren. Als
g-Analogon der Catalanzahlen C’, wihlen wir dabei die ¢-Polynome
C'(q): = G,([1], 7, die in [1] betrachtet wurden. Beziiglich Terminologie
und Literaturhinweisen sei auf [1] verwiesen.

Wir nennen C” einen ¢-Catalanbaum, wenn jede Kante o das Gewicht
¢” und jeder Weg a,...a, das Gewicht ¢* " besitzt.

Analog nennen wir G, einen ¢-Gould-Baum, wenn der Weg «, ..., das
Gewicht ¢* "% besitzt.
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Satz 1. Das Gesamitgewicht aller Wege o, ...ou, von der Wurzel zur Hobe n im
q-Gonld-Baum G, ist

Y g =G (N, 7. (1)

0.0

Speziell ergibt sich im Fall x =1, daf§ das Gesamigewicht aller solchen Wege im
q-Catalanbaum C" durch C',(q) gegeben ist.

BeweErs. o, ist die Kante, die von der Wurzel ausgeht. Es istalso o, < x.
Ist o, eine Kante von der Hohe /1 in die Hohe 7und «;, ; eine Kante, die
vom Endpunkt von o, weggeht, so ist nach Definition von G,

0o, <a,+r

Die Wege von der Wurzel der Linge # sind also gegeben durch o, ... o, mit
0oy <xund 0oy, <o, +rfiri=1,2,...,n—1.
Wie im nachfolgenden Lemma gezeigt wird, ist

2T =G (|, ),

und damit ist Satz 1 bewiesen.

Lemma. Sei r =0 ganz und W, die Menge aller n-tupel o, ..., mit
0oy <x0<o, <o, +rfirl<<i<n—1.

Dann ist

Y g =G, 0. @)

o1 0,EW .

BeweErs. Seig,(x) = Z g,

oy, €W ,

Dannistg,(x+ 1) = 2 grt T Z gut =
o <x o = x
2,00+ ¢, (), weil o, < x+ rist.
Es ist also W =g, ,(x+ 7 und auBerdem g,(0) =0,

Durch diese beiden Figenschaften ist aber G, (|x],7) eindeutig fest-

gelegt (vgl. [1]).
Fir r= 2 ergeben sich fiir die Gewichte der Wege der Linge » =1, 2, 3:

Cllg)=»0)=1

Cig)=w(00) +w(01) =144

C3(g) = w(000) + w(001) 4+ w(010) + w(011) + w(012)
=14+g9+q+¢+7=1+29+4+7¢".
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Nun wollen wir die ¢-Gould-Biaume G, etwas genauer studieren. Wir
nennen einen Weg o;...0,, wo also O <oy <xund 0 <oy <o, +7—1,
1<i<n—1, gilt, einen £-Weg (£=0,1,...n), wenn o, , = (r— 1)/ fiir
O0<i<kund o, , <(r—1)kgilt

Ein £-Weg hat dann die Gestalt o, ..., mit

Oy = (r—=1)i+ By, i<k
wobei wegen o, ; < o, + (r— 1) gilt
r=Di+ B SC=DE=D+F+ =1,

dh. B < B
Das Gewichtaller £-Wege in G, von der Wurzel bis zur Hohe #ist also

o+ toy, — 1)k i +,..+/3‘ X + o,
Z qn o, _q(’ @) Z g" x«.zq%ﬂ o

0q.e 0y Bi=pr= =P

=q""0.G, (= DAL . [

x+E£—1
2 .

Denn o, ,..0, liegt in G, und B,..B, erfillt B, <x und
ﬁi+1 <ﬁl+ 1‘
Aus dem Lemma fir r=1 folgt also gt =G ([x],1)=

|:X+ 2 B 1:| nach [1].

Dajeder Weg a;...ot, € G ein £-Weg fiir ein eindeutig bestimmites £ist,
folgt also
Satz 2. Fiirr=2 und x>0 gilt

x+E£—1
* } )

— N 0]
Gl ) = EUAM[ .

mit Ay =g VG, ((r— 1) 4], 7).
BeEMERKUNG. Man hitte dieses Resultat auch rein rechnerisch erhal-
ten konnen. Wir wollen ileich ein allgemeineres Resultat ableiten. Da die

x+£—1

g-Polynome , 20, eine Basis fiir die Polynome tber R(g)

bilden, gibt es eine Darstellung

x+/é—1:|

G+ 1,1 =ZCM@[ .

fur jedes /eZ.
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Dabei ist
Culi) = LET'NG([x+ 1,0 = ¢ "G ([i+ (r— 1) 4], 7,

wie man leicht nachrechnet.
Somit etgibt sich fir /€ Z die Formel

k—1
Gl =Yg "G, i+ (= DA, r)[ o } @

£>0 £

Umgekehrt gibt es auch eine Darstellung

x+n—1 : :
=2 D, ()G ([x+i],7.
n &
Hier findet man ganz analog

D) = L ’A)kE |:X+ﬂ l}:q<r1)(§>% ﬂ—/ér—z'—l}

n n—FkK

d.h.

|:X+ﬂ—1j|= Zq_(,_1)(§)_j,é|:ﬂ_lér_j—1 Gk([x_l’_z],}") (5)

n £>0 n—k

Aus (3) folgt noch einmal fiir x =1, da3 das Gesamtgewicht aller Wege
der Linge 7 in C” gegeben ist durch

ZA“ 1,7 =C(9).

Wir wollen nun eine Rekursionsformel fiir die .47, ableiten.
Satz 3. Die Folge A") ist durch A) = 5, und die Rekursionsformel

; S r+/—2
Aiie:q( DE=D ZAn1,/<1+/|: :| ©)

/=0 Z

fiir k=1 eindentig festgelegt.
Bewers. Aus der charakteristischen Eigenschaft

(ETANG,([x, 1) = G,_y([x],7)
und Z A, |:X e } folgt

(Ei]A) ZAﬁk |:X+ 2 B 1:| = E’*1 ZAﬂ—l,,/|:X +j_ 11|)

J

x+r—2 x+r+;—2
d.h. ZAM[ 1 }:ZAM/[ , }
£

J J
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x+r+;—2 e x+k—2
j~ - k /é—l 5

so ergibt sich sofort

C :L(E—1A)k_1 |:X+ r+j—2} _ q(r—b(k—l) |:r+j— k— 1i|
k ‘ .
J

Setzt man

J—r+1
Daher ist
ZA,;/e x+E£—2 ZZAnq Z x+E£—2 r—il-j—/é—l g(’*D(/@*U
Z £—1 ¥ e £—1 J—k+1

und schlieBlich fir £>1

S r+/—2
A,,k=q( D(k—1) ZA”MH/[ / :|

/=0

Die Matrix 4 = (A"%) sicht also folgendermalien aus:

1 0 0 0

0 1 0 0
A =

0 [r—1] g ! 0

0 [ﬂ—ﬂ2+q’{;} g N r=10+qg =1 $Y

Die Zeilensummen ergeben jeweils C” (¢).
So ist etwa

Colg) =Cilg) =1
Cp=[r—1+49""=1,
oy =11 _
Cilg) = [2]([271 +qlr—1).
Fir r= 2 reduziert sich (6) auf

2) _ k-1 (2)
A,i=q ZAﬂf],/ﬁ71+/'

/=0

Speziellist A =24 ., =C? (¢ firn=1und AL =q¢C'” (9)
fur n>=2.
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Die Formel

Glx+51.10) =2 "G, AG,([x1,7) )

(vgl. [1], (5)) laBt sich ebenfalls leicht aus dem Baum G, | ablesen:
Fir jeden Weg o,...0,eG.,, gibt es cin eindeutig bestimmtes £,
0< £&< 7 mit

o, =x fir i=1,2,..,k und o, <x
Das Gesamtgewicht dieser Wege ist

7" G, 7) G, (11,7

Denn .., hat dann die Gestalt x+ f,...,x+ f, V4.7, mit
0<B,<p0<B <P+r—Tundy,,, <x Vi Sy +r—1L

Aus (7) und G, ([1],n = G,([1]n) — G,([0],n = G,_([r],n fur n=1
ergibt sich

Cril@=G(Nn=2¢"""Cl@GC, ,r—11,7

&1
— Z qkl(r71)+...+/€,_1c/’€1(q)mC;iq)’
kit k=n

d.h.

Coal= Y Ve iac @) Cilg. ¢

kit k=n

Beispielsweise ist

Cipy =Lt g|”
=11+ |

AbschlieBend wollen wir noch eine weitere Formel fiir C'(¢) angeben, die
sich aus (5) fiir x = 0 ergibt, wenn man /=1 setzt.
Beachtet man, dal3

n—kr=2 (— 1)" kg RO—Ar=2=(T5 T+ &(¢=1)
n—~k n—k

gilt, so ergibt sich nach leichter Rechnung fiir » > 1

- o] 1 r—NO(n—k
c:,(q):Z(—l)é-lc;_k@)q“{ roem ﬂ. o)



Operatormethoden fiir g-Identititen V 181
L r
Z.B.ist C(g) = |:1:| = [r] oder

14+2(0r—1 14+r—1
o=V ew-| ' e

Die Gleichung

Y (=D lg)g® [1 trmhe /e)} =0 (10)
k=0 /é
fir » > 1 kann auch rein kombinatorisch bewiesen werden:

Zu diesem Zweck betrachten wir die Menge D, , aller p, ...y, mit y, = o,
fir /i<n—4& und 9, =B+({G—10r—1), 1</<k wobei
0.0, ,€Cund B, < B, <..<f,<(n—k)(r—1)ist.

Dann ist das Gesamtgewicht » (D, ;) der Menge D, , gegeben durch

M/(Dﬂ’/a) = <Z qawm-w"k)‘q@(r_l)‘zq/jﬁ'”'*’ﬂk

[1 +(7‘—1)(ﬂ—/€):|

— C;_,e(q)‘q@("”q(f) .

Denn nach dem Lemma fiir =0 ist

preibe _ | X 1}]@'

1 £

0=Sf1<fr<--<Pr<x |

Man sieht nun leicht, daB3 jedes y;...7,€ UD”, . In genau 2 Mengen
£=0
D,;und D, liegt. Dabei ist iberdies j =7+ 1.

Denn sei y,..7, =o...ot,_p, B, +r—1,..0,+ (—1)(r—1).

Dann ist entweder f, <o, ,+ (r—1)—in diesem Fall kann
pi=o, ;. gesetzt werden—oder f,>a, ,+ (r—1). Dann kann
o, , zu den f’s genommen werden.

Weitere Moglichkeiten gibt es nicht, da

Vri2=Potr—=1>B +r—1=79,_,  +r—1

ist und daher y,..7,_ . ,¢C"ist.
Somit heben sich in der alternierenden Summe

w(D,o) —wD,) +wD,,) = + ..
alle Terme weg. Sie ist daher = 0 und somit ist Gleichung (10) erftllt.
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