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Gleichverteilung und die willkiirlichen
Funktionen von Poincaré, Teil II

Von

E. Hlawka

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 25. Mirz 1999
durch das w. M. Edmund Hlawka)

Einleitung

Tullio Levi-Civita hat die fundamentale Erkenntnis gefunden, daf3 die
Gleichungen fiir die Bewegung der Planeten auf die homogene Schwin-
gungsgleichung zuriickgefithrt werden kénnen. Diese Erkenntnis wurde
von Pythagoras und Kepler schon in der Form erahnt, daf3 den Planeten
Tone zugeordnet wurden.

E. Stiefel hat das Werk in seinem mit G. Scheifele verfaiten Buch [7]
dargestellt und weitergefithrt. Die Erkenntnis von Levi-Civita ermo-
glichtes nun, dieTheorie der Gleichverteilung auf die Theorie der Plane-
tenbewegungen anzuwenden.

Es ist weiters bekannt, daf3 auch das Modell von Friedmann-Lemaitre-
Milne-Heckmann, und damit die Friedmannsche Gleichung auf die
homogene Schwingungsgleichung zuriickgefiihrt werden kann. Die Tat-
sache, daf3 es mehrere Planetenbahnen gibt, hat mich dazu angeregt, rein
mathematisch auch mehrere Welten einzufithren. Damit will ich nichts
tber die tatsichliche Existenz solcher Welten aussagen (Dies gilt viel-
leicht noch mehr fir die Anmerkung 4). Es ist mir bewuf3t, daf3 ich mich
damit am Rande des fiir einen Mathematiker Erlaubten bewege.

Als Erginzung zu der im Text angegebenen Literatur verweise ich auf
das Werk von Jan von Plato [6].
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Ich mo6chte noch bemerken, daf3 die Kenntnis von Teil I nicht voraus-
gesetzt wird, die Lektiire des Epiloges wird allerdings empfohlen.

Zum Schluf3 mochte ich Frau Marianne Wenger meinen herzlichsten
Dank fiir die Abfassung des Manuskripts aussprechen.

1

Wit betrachten zunichst die Gleichung

d*r n K 0 (1)
arr o rr
nach der Methode von Levi-Civita, die dann vor allem von E. Stiefel ([7])
entwickelt wurde.
Wir gehen direkt vor, indem wir die von Levi-Civita angegebene
Losung verifizieren.
Es sei w eine beliebige positive Zahl, und wenn K > 0 ist, dann defi-
nieren wir die positive Zahl « durch

K
2 _
=53 (2)
Dann setzen wir als Lésung von (1) an:

r= az(cos(wT—l—w))Z, (3)

wo 1 modulo 27 bestimmt ist und definieren die Zeit T durch das

Integral
‘= / rar, 4

welches nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.
Es ist also

dz‘_
dT—l".

Wir nennen 7 die fiktive Zeit im Gegensatz zur Zeit 7.

Wir zeigen nun, daf3 die Funktionen 7(7) und #7) eine Parameterdar-
stellung der Losungen von (1) sind. Zu diesem Zweck definieren wir als
Geschwindigkeit

dr

v=- (5)
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und benititzen, dal3

i
dr [/ dt
ist, und erhalten
sin 2(wt + )

v =2 = wtgw(T + 7).

“7 + cos(2(wr + v))

Es wird also (wir setzen 1 = wt + 1))

U_Z—I—<:2w2<(tg77)2— ! ):—wz, (6)

2 (cosm)®
da
1 2
—t =1
cos?n &1
ist.
Es ist nun
dv _d 2y
dt— dr?’
die Differentiation von (6) ergibt (1). Dabei muf3
dt
—#0
dt 7

sein. Es ist riickblickend (6) die Energiegleichung mit der Integrations-
konstanten w?. Bs ist

# = acos(wt + 1)) (7)
die Lésung der Schwingungsgleichung
d?u 5
P +wu=0 (8)

mit den Anfangsbedingungen
#(0) = acostp, #'(0) = —wasin.

Wihlen wir nun eine gleichverteilte Folge (¢) modulo 1, so erhalten wir
die Schar der Lésungen (1), = 2mpy)

me(T) = acos(wr + ), (9)
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und fiir (1) die Schar der Losungen
(1) = u3 (1) = a® cos®(wr + ) (10)

und

Iy _/ V/g(U)dO"f—C,é,
0

wo C Konstante sind.

2
Wir betrachten nun s solche Gleichungen (1') mit Konstanten K/, also
d2r7 K/
T 1’
e (r/)? )

(j=1,...,9). Bin Beispiel: Es seien s Teilchen p/ mit den Massen #” fiir
J=1,...,5 gegeben, die von einem Stern § mit der Masse M nach dem
Newtonschen Gesetz angezogen werden. Dabei ist dann

K/ = G(M+ m’)

(G > 0 Konstante).
Es seien die zugehorigen Energiekonstanten w %, . ,wf mit

wit o twl=E

die Gesamtenergie.
Weiter sei (4; positiv)
K/
2 /
a; =-— (2)

2 M
2wi ;

dann sind wieder Lésungen des Systems (1) gegeben durch (1) //e =27 f)
rh =) = (o) cos(w +3)’,
wo (¢}, ..., ;) eine gleichverteilte Folge in E* ist. Weiter ist dann
1, = / r)(0)do.
0
Wit erhalten die s Geschwindigkeiten

v} = wtg(w,T + 1)
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und (#y, . .., #y) sind Losungen des Gleichungssystems
d’u 2
T2 ey =0 (8)

mit den Anfangsbedingungen

1(0) = &’ cos (1!12),
da
duy (0)
ar
Wir haben bis jetzt den Fall betrachtet, daf3 alle K; positiv sind. Wir
untersuchen nun den Fall, daB3 alle K; negativ sind (man kénnte natiirlich
auch den Fall nehmen, dal3 nur ein‘Teil der K; positiv sind, und die ande-

ren K; negativ sind. Dies wollen wir der Kiirze halber nicht besprechen).
Dann definieren wir die 4; durch die Gleichung (K/' =K))

= —ug/aj sin (1/11) .

/!
2=_K_5 (2")
’ Yo

Wir nehmen jetzt die # von der Gleichung

2
R/ -0
dr? 7 ’

also
#; = cos(wt + 1)

(wir beniitzen jetzt die hyperbolischen Funktionen cos, sin, tan). Es wird
dann

o= (”j)z = (cos(wt + 1@-))2
und
v = witanw(T + ).
Es wird also (1; = @/(7' + 1/}/))
2
vy K; < 2 1 > 2
—+—==w;| (tann,)” +———7 | = w;
27 i | (tann;) (cos 7.7/')2 J

furj=1,...,s Hier haben wir bentitzt, dal3 cos? — sin® = 1ist.
Wir wollen die beiden Fille: Fall T (alle K; groB3er 0) und Fall IT (alle
K; < 0) noch weiter untersuchen, indem wir auf die Fille eine stereogra-
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phische Abbildung ausiiben. Es wird sich zeigen, dafl wir im Falle I, in
dem trigonometrische Funktionen bei der Darstellung der Losungen
verwendet wurden, jetzt hyperbolische Funktionen beniitzen werden
miissen, dagegen ist es im Fall IT gerade umgekehrt.

Besprechen wir jetzt Fall I und kehren wir jetzt zum Fall (10) zuriick.

Es ist also
5 K 0]2) 5
— wi=E. (11)
S(r-3)-2

Wir setzen furj=1,...,s

A/ \/— 52/ 1 §2§ (12)
Es istA% 4+ —I—Af = 1.Wir setzen nun
&1+ & = VEA;" (131)
&1 — & = VEA, (132)
also
§y1 = @A]-cos v, (144)
und
52/ == \/—E—Ajsiﬁ 19/. (142)
Wir fihren nun die Variablen x1, . . ., x7, durch die (stereographische)
Projektion in bezug auf das Hyperboloid (10) ein:
1+ & AV
~ 1 — ﬁ 1 — A, sind,
und
A —;
xyoq — Xy = \/_’62/ 52/ _ \/—E‘ e 4 '
\/f_ 1—A,sind,
Es ist also
A;cosV,
1 =VE——— 15
e \/—1—A‘rsin19_r (151)
und
A;sin;

1—A,sind,
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Setzen wir

A
=g = = VBT 19

X1 = JcosV;,  xp = fu;sin ;.

so wird

Es ist insbesondere

ij_1
cos?; = . (17)
! Hi
Wit setzen nun
A, cos ¥,
=5y 1 =VE—1"" "% 18
LTy 1— A,sind, (18)
Es ist dann
A,
cos; = X (19)

Wir haben nun

(1 — Asind,) = VEA,

oder
1 — \/EA/ = A, sind;
oder
(1 — VEA)? = i’ A sind,. (20)
Es ist nun
cos™d, — sin’d, = 1, (*)

also erhalten wir fur die rechte Seite von (20) nach (19)

2
2z (222 g 2 A%P — 1242
7\ A 1 s

Setzen wir dies in (15) ein und quadrieren die rechte Seite von (20) aus,
so erhalten wir

w1 +A%) —2VEAju, + (E—37)A7 = 0. (21)
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Dividieren wir diese Gleichung durch den Koeffizienten 1 + A? von
,ujz und erginzen auf ein Quadrat, so erhalten wir

<j. Aj\/E) Ar . EAAT
o

1+ A2 1+AZz _(1+A2)

Setzen wir fiir u; die Definition (16) ein, so erhalten wir fiirj=1,...,s

2 2 42
2 2 Ajﬁ) _ EA/'Ar
(

A2
J - . — . — = .
1+AZz < T T 2 1+ 42)°

(22)

Wir haben vor uns s Flichen (j=1,..., ) im (x5_1, x2/, 7)-Raum.

Auf der Gesamtheit dieser Flichen, die nur in der z-Koordinate
zusammenhingen, liegt die 7-Kurve, die wir vorher studiert haben. Wir
setzen

K:

— &y =
(a/cos(wT +47)"

W tal’le(’f—l—w/)‘

v§ V2

Die Flichen hingen noch durch die Gleichung

52_/71 =

Af+-+ A =1 (23)

zusammen.
Betrachten wir nun den Fall II

- K; U/'Z - 2 /
(5 5) -y "
J= : J=

Statt dem Hyperboloid in Fall I haben wir jetzt die Sphire

5124_...4_&2:
Wir setzen jetzt furj=1,...,s
Aj = \/— 52/ 1 + 62/' (12,)

Es gelten dann statt (141), (14,) die Formeln
51 = VEA;cost, (14)
und

5 = VEA;sind,. (143)
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Wir haben statt den hyperbolischen Funktionen cos und sin die
trigonometrischen Funktionen. Die stereographische Projektion lautet
jetzt (sie ist tatsdchlich die klassische Projektion in bezug auf die Sphire)

A;cos?;
= VB =)
und
_ \/_E A/ Sinl?/ (15/)
Y= 1—A,sind,’ 2

Die Definition (16) ist nun abzuindern

1y = \/ %51 + x5, (16")

(17), (18), (19) und (20) bleiben unverindert, es sind nur die hyperbo-
lischen dutrch die trigonometrischen Funktionen zu ersetzen. Jetzt ist
fur die weitere Rechnung die Formel (%) durch die Formel

cos? ¥, +sin® 9, = 1
zu ersetzen. Dies bedeutet, dal nun (21) so lautet
w1l =A%) = 2VEwA; + A3 (3> + E) = 0. (217)
Wir setzen nun voraus, dal3
A2 <1 (k)
ist. Der Fall A? = 1 wiirde bedeuten, dal3 alle anderen A; gleich Null
sind.
Wir dividieren (21") durch 1 — A2,
Quadrat und erhalten
AVEN | arp _ EAL:
Woi—az) T T Gy

erginzen wieder in p; auf ein

Setzen wir wieder fiir 41, die Formel (16') ein, so erhalten wir s Tori

A~NE\2 A2 EA%24?
Xzz'—1 +X22' - /\/_ + / %2 = ’ >2 : (22/)
VI T ) ST T
Firj=1,...,sim (x_1, x2, z)-Raum setzen wir
K
(ﬂ/cos(ij + wi))z ’

§ojm1 =

& = w; tan(w;T + V).
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Schaffen wir in (22) noch die Quadratwurzel weg, so erhalten wir
2 — A2 \? 4E A?
2 2 ) 2 J _ 2 2 J
(X2/’1 —xyt 1 JrAzz —EBA; m) = Xgjm1 T Ny (1 +A2)2'
Es sind dies also Flichen vierter Ordnung, so wie dies auch im Fall I,

wo wir jaTori vor uns haben, der Fall ist. Wir wollen aber trotzdem die
Formeln hinschreiben:

A? 14+ .A4%2 \? 4E A?

2 2 J 2 2 J (w2 2 J
(Bt - e ) =
3

Wir behandeln jetzt den zweidimensionalen Fall
d%x  Kx _
7 + P 0, (1)

wo x der Vektor (x1, x2) und » = \/m ist. Die zugeho6rige Schwin-
gungsgleichung ist
ZTZZ + w?n = 0. (2)
Es sei a eine positive Zahl, dann gilt
aw? =K.
Es sei
u= (m,m) = (A cos(wr + 1), Bsin(wr + 1)).

Wir setzen

A :\/Zcosg, B:\/;sing. (3)
Es wird also A% + B? = 4. Wir setzen noch
E=wr+v¢ (4)

und nennen sie, wie in der Astronomie ublich, die exzentrische Ano-
malie. Wir konnen also den Vektor # in der Form schreiben

a E @ o .  E
#=+/a| cos=cos—, sin—sin— |.

2 2 2 2

(5)
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Wir setzen im Anschlul3 an Levi-Civita

_ 2 2
X1 =U — U
X = 2%1%2. (6)

Um zu viele Indizes zu vermeiden, schreiben wit x; = x, x = yund

haben also (7 = v/—1)
x4+ iy = (m + im)’. (7)

Weiter setzen wir fir die Zeit #

- / . (8)

T heil3t natiirlich wieder die fiktive Zeit. Es wird dann unter Beniitzung
der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

x = a(cosa + cos E) (9)
y=uasinasin E (10)

und
r=+/x>4+y*=a(l+ cosacos E). (11)

Fir den Geschwindigkeitsvektor v erhalten wir nach (8)
5 dx dy\  [(dx dy\dr  [dx dy
“N\aa) \arar)ar \arar )] "

dx d

— = —awsinT, e = awsinacos E.
T

Es ist

Es wird also

= w . .
t=——————(—sinE,sinacos E) (12)
1+ cosacos E

und fiir das skalare Quadrat der Geschwindigkeit

2
P et (et B (1)
COS (X COS
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Wir betrachten auch gleich den Ausdruck
d dx

[x, %] = x; :JE'
Man nennt diesen Ausdruck bekanntlich die Flichengeschwindigkeit.
Wir erhalten nach kurzer Rechnung

(14)

[x, %] = 2aw sin a. (15)

Diese Flichengeschwindigkeit ist also konstant (zweites Keplersches
Gesetz). Aus (9) und (10) ist sofort ersichtlich, daB3 hier eine Ellipse mit
dem Parameter E vorliegt von der Gestalt

. 2 2
(——cosoz) —l—( )/ ) =1.
a asin o

Es handelt sich also um eine Ellipse mit Mittelpunkt (¢,0), wo
¢ =acosa = Va®>—b? (16)

ist, die gro3e Achse ist @, die Nebenachse 4 =4 sin o. Der eine Brenn-
punkt dieser Ellipse liegt im Nullpunkt (0,0) (die Sonne) (erstes
Keplersches Gesetz). Es ist e die Exzentrizitit und

€= cosa=- (17)
a
ist die numerische Exzentrizitit. Um die bekannte Darstellung der
Ellipse in Polarkoordinaten zu ethalten, missen wir den Winkel @ (wahte
Anomalie) durch
x  cosa+cosE

cosbP=—-=———— (18)
r 14+ cosacos E

und
in o sin E
sin® =2 — _Smasmbt (19)
r 1+ cosacosE
einfihren. Es wird
) )
in® o in® o
1 —cosacos® = o =250 (20)
1+ cosacos E r

Man bezeichnet oft auch ' =7 — ® als die wahre Anomalie. Aus (20)
folgt sofort die gesuchte Darstellung

asin® o asin’® « p

r= = = )
1—cosaxcos® 14 cosacos® 1+ cosacosdP
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Hs ist
p=asin’a = a(l — &%),

der sogenannte Parameter der Ellipse.

Es sei noch bemerkt, daB bei unserer Darstellung ® von der fiktiven
Zeit T, 1) und w abhingt. Wenn wir jetzt die Flichengeschwindigkeit in
Polarkoordinaten x =7 cos @, y = r sin ® ausdriicken, so ethalten wir die
berithmte Formel von Kepler

r°— = gwsin @ = 2awe 5 (21)
dt
WO
8* — /l _ 52 (22)
ist.

Um in dieser Formelkette noch weiter fortzusetzen, die heutzutage
trivial erscheint, die aber eine lange Entwicklung hinter sich hat, bilden
wit uns

(14 cosa)(1 + cos E)

1+ cos® =
1+ cosacos E

und
(1 = cosa)(1 — cos E)
14+ cosacos E

1 —cos® =

und erhalten

. 2<I>_1—COSCI)_1—cosozl—cosE_l—cosozt , B
&7 " 14cos® 14+cosal+cosE 1+cosa &7

also die bis heute verwendete berithmte Formel

t<I>_ 1—5tE (23)
82 " V1i+e02"

Wenn wir noch einmal auf (11) zuriickkommen, so erhalten wir fir
E=m das Perihel II=4(1 —cosc), also wenn wir cosa=¢ positiv
annehmen, den kleinsten Wert fiir 7, also das Perihel, und fur E=0 den
groBten Wert, das Aphel. Es mul3 dann bei unserer Darstellung

wr+1P =0

==Y
w

Wir werden darauf noch zu sprechen kommen.

sein, also
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Wir konnen aus (21) den Winkel ® noch explizit durch # darstellen: Es
ist

4o awe*
— =K .
dt r2
Es ist also
4dd _ d® dr _ awe™
dr  drdr
also

d
@zwe*/;.
1+ecosE

Wir wollen noch # als Funktion von E darstellen

z‘:a/ (1 4+ cosacos E)do,
0

wobei
E=wo+19
wat. Es wird also
, ﬂ<7+€sinE) +c,
w
wo C eine Konstante ist, nimlich bei uns
asin
T

Es besitzen cos E bzw. sin E die Periode (7/w). Es wird daher die
Umlaufzeit

a2m
T=—
w
Nun ist w = \/TE, also wird
3/2
a
T=—22m
VK
also
T2 _ 472
a3 K

(drittes Keplersches Gesetz).
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Es ist nun (3) und (11)

K w?
r

- v (24)
14 cosacos E

.. . . . . .2 2
Beniitzen wir (18), indem wir noch die Formel sin” v =1 — cos” a, ber-
ticksichtigen, so erhalten wir

v? w?1—cos*acos’ E
5 T 5 2> (25)
2 2 (14 cosacosE)
dann wird also
v? K _ w?(cos* acos? E — 1 4 2(1 + cos acos E)
P (1 + cosarcos E)? ’
also wieder die Energiegleichung
v K
5= —w?. (26)
Differenzieren wir (26) und die Gleichung (15) nach 7, so erhalten wir'
xx 4+ = _Kdr (27)
r? dt
yx —xy = 0. (28)
Die Gleichungsdeterminante ist nun, wenn r# 0
L, . dr
xx +yy = T #0
und wir erhalten die Newtonschen Formeln
K
X=3x
j=r (29)

Wit betrachten noch kurz den Fall der Hyperbel. Wit brauchen nur
wieder die trigonometrischen durch die hyperbolischen Funktionen zu
ersetzen. Wir erhalten

x = a(Cos a + Cos E) (5)
y=aSinaSinE (6)
r=a(1+ Cosa Cos E). (7)

'Die Gleichung (28) ist auch an und fiir sich interessant und steht auch in anderer
Weise in enger Verbindung mit der Schwingungsgleichung (vgl. P. Funk, Variationsrech-
nung).
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Es wird
. 2 2
(__cosa) _( J ) ~ ()
a a sino
cos® — cosa + cos E _Xx (18’)
1+cosacosE r
G — sina + sin E :j/_. (19,)
14+ cosacosE r
Es wird
1 —cosacosp = — sin” @ (20/)
7 a(1+cosa cos E)
Wir erhalten
4
= +
g 1 — cos @ cos @ (+)
bzw. mit ® =7 — ®
4
—_— ++
1+ cosacos @ ( )
WO p= —asin’a ist.
Wir setzen noch € = cos a >1und ¢ =«e. Es wird
[x,x'] = awsina. (1)

Wir kénnen nun, wie schon in §2, mehrere Planeten mit zugehorigen
Wy, - - -, W, Mit

betrachten (Pythagoras nannte dies eine Harmonie).

Wit wollen noch studieren, was geschieht, wenn wir, sagen wir im
elliptischen Fall, eine Drehung auf diese Kegelschnitte ausfithren. Neh-
men wir eine Drehung mit der Drehgeschwindigkeit €27, Es sei

x = Ecos 2t + nsin Q2
y = —E&sin Q7 + ncos Qz.
Es wird
5= Ecos Qr + 7ysin Qr +
5= —Esin Qs 4 1 cos U — Q.
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Daraus folgt

2457 = & 4 + Q22 457) + 205 — i)
und
Sy — g = €n— NE + Qx4+ 52).

Wenden wit (18) und (26) an, so ethalten wir

% <(§2 +12) = Q&% +n?) —%) = —w? — Qawsin«

und
& — ¢ = awsina = Q(¢7 +1?).
Weiter ist jetzt
P2 =242 = 5%+ 2

Wir differenzieren wieder und erhalten bei Auflosung der beiden
Gleichungen

. _ K
ot (K-
r
Fithren wir auch in §1 eine Drehung durch

x = rcos {2t
y = rsinQz,
so erhalten wir analog
x = 7 cos 2t — Qrsin Q¢
3 = rsin Qs + Qr cos Q,
weiters

-2 -2
x4y 1, 5, 5 K , 1 ’
— L = Qre) = —— -0
5 2(17 + Qre) . w +2 r

und

—yx + xy = Or’.
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Differenzieren dieser beiden Gleichungen und das Auflésen der differ-
enzierten Gleichungen liefert

X

K
e (- Ka):

. : K J
J+20% = <—2—72+Qr>—

r

mit 7 = x7 +y2.

Anhang zu §3

Ersetzen wir in Formel (18) und (19) cos ® durch X, sin ® durch Y, so

erhalten wir nach G. Kowalewski eine Transformation, welche in der

nichteuklidischen Geometrie wohl bekannt ist:
X,_X+cosa ,  2Y sina

=——", =——-", (*)
cosaX + 1 cosaX +1

welche den Kreis X2+ Y?=1in den Kreis X'>+ Y’>=1 iiberfiihrt.
Ersetzen wir in (*) die trigonometrischen Funktionen durch die hyper-
bolischen Funktionen, so erhalten wir die Transformation

X +cosa , 2Y sin«

X/_ia Y:7’
Xcosa+1 X cosa+1

(x )

welche die Hyperbel X? — Y2 =1in den Kreis X'* — Y =1 iibetfiihrt.
Fihren wir homogene Koordinaten

x=8 vl b x =t

ein, so erhalten wir im elliptischen Fall die projektive Transformation .4

¢ =¢+ (cosa
n = 2nsina
(' =&cosa+C.
Ordnen wir der Transformation .4 die Matrix A4 ()
1 0 cos &
Ala)=1] 0 sina 0

cos (¢ 0 1
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. . .3 .
mit Determinante D = sin” « zu, so erhalten wir

1 0 cos o
A= 0 sino* 0 |D!
sin o 0 1

mit o =7 — o
Betrachten wir A (ay), A(aw), so erhalten wir fiir die zusammenge-
setzte Transformation A4 (ay), A (c;) die Transformation 4 (ov3) mit

cos 1 + cos

cos iy =
1 4+ cos aq cos ap

sin a;p sin @

sin iz = .
1 + cos g cos ap

Wir haben also eine Gruppe vor uns. Setzen wir sin o = tan 3, so erhalten
wir
tan 81 + tan 3,

t =,
an 53 1+ tan 51 tan ﬂz

also

B3 = B1 + fa.

Im hyperbolischen Fall (+x) ist Sin « durch tg 3 zu ersetzen.

Es liegt nahe, gleichverteilte Folgen (auyy), insbesondere solche, die zu
pythagoriischenTripel fithren, und die zugehorigen Transformationen zu
studieren, vgl. zu diesem Gegenstand auch §4. Wir wollen in einer ande-
ren Arbeit darauf niher eingehen.

Interessant ist die verkiirzte Transformation

¢ = ena 37 JL2]
€] = ena 37 JLE]

mit Determinante 1—cos” a bzw. 1 — cos” . Im zweiten (h};perbolischen)
Fall wird durch die inverse Abbildung der Kreis £ +n*=1 in

&% — n* =1 transformiert.

bzw.
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4

Wir fiihren nun auf §3 (9) und (10), welche wir jetzt in der Form schrei-
ben,

x = a(cosa + cos E) (1)
J=asinasinE (2)
=0 (3)
eine Drehung D durch, welche wir als Produkt
D =DD,D; (4)

schreiben, wo

cos ) sin€2 0
Dy = | —sinQ2 cos 0 (5)
0 0 1

cosz 0 sin/
D, = 0 1 0 (6)
—sin7 0 cos/
(7 Inklination),

cos 7y siny 0

D3 = | —sinvy cosy 0 (7)
0 0 1
ist, so erhalten wir
X X
X=|Y|=D|Jy (8)
Z 0

Es ist
=X+ Y2+ 72 =32432=4*(1 + cosacos E)*.  (9)

Es wird weiter

in §3 (12) angegeben ist.
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Weiters besitzt das vektorielle Produkt
X, 7] =[x, X] = ([vZ], [2X], [XY))

die Komponenten

(cos Qsin 7, sin Qsin 7, cos7)[x, x], (11)
wo [, x] in Formel §3 (15) gegeben ist. Da Det (X, Y, Z) = 0 ist, so ist

[YZ]X + [ZX]Y + [XY]Z =0,

also liegen XY, Z in der Ebene

cos Qsin 72X + sin Qsin/Y + cosiZ = 0. (12)

Schneiden wir diese Ebene mit Z =0, so erhalten wir fiir die Schnittge-
rade (aufsteigender Knoten)

= —tg{ (*)

~| =

und, wie aus (11) folgt
[YZ) + [ZX] + [X Y] = a®w?sin® o (13)
Wir erhalten weiter die Gleichung (nach §3 (29))

d?’X KX
a2 3

Wir kénnen aus der Drehung D neue Drehungen
D(k,1,m) = D*DiD¥

erhalten, wo jetzt statt €2, 7, v £82, /i, ny steht. Wihlen wir €0, 7, v als irra-
tionale Zahlen, welche mod 1 linear unabhingig sind, so kbnnen wir,
wenn wir die ganzen Zahlen £, /, 7z passend wihlen, jede beliebige Dre-
hung beliebig genau approximieren. Wihlen wir noch dazu eine gleich-
verteilte Folge (¢.) bzw. (&), so kdnnen wir, wenn wir w als fest und
damita als fest annehmen, jede Anfangslage des Systems beliebig approx-
imieren.

Es bleibt noch z festzulegen. Wir nehmen einen Punkt (xo, yo, j0) als
Anfangsbedingung. Wir wihlen die Koordinaten dieses Punktes in fol-
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gender Weise: Es seien o, 7y zwei Zahlen in Q(7), also zwei verschiedene
komplexe rationale Zahlen o und 7y und es sei

xo + o = & — 4% und 0 = oy + ay,

dann ist

a=\/x¢+28+z¢ = ol + >0

und eine rationale Zahl.

Wenn a oder 7y gleich Null ist, so ist gy = 0 und der Punkt liegt in der
Ebene.

Haben wir mehrere Planeten, sagen wir s Planeten, so wihlen wir s
Paare von Zahlen «;, 7;, wobei die

4 = |oyl* + |y

verschieden sind.

Damit sind auch die W/Z gegeben. Ob wir dadurch auch die Folge von
Titus-Bode erhalten, moge bis auf weiteres dahingestellt werden.”

Naturlich kénnen die Folgen auch zu einer beliebigen Dichte gleich-
verteilt sein.

Wenn wir nun auf die Dichte Eins spezialisieren, erscheint es angenehm
z.B. solche Folgen zu nehmen, fiir die € = cos , £ = sin « rationale Zah-
len sind, d.h. pythagoriischeTripel vorliegen. Das gilt auch fiir

cos— = cos(w? + ;) = cos p; coswt + sin ; sin wr,

daja
A , B
YT arrp YT VAt
war.

Mit pythagoriischen Tripeln habe ich mich schon frither beschiftigt,
so in meiner Arbeit ([1]) und in der Arbeit ([3]).

“Dieses Gesetz, welches vielleicht nur approximativ giiltig ist, hat stets Interesse auf
sich gezogen. Der Verfasser der vorliegenden Arbeit hat schon in seiner Jugend den
Versuch gemacht, durch Interpolation der vorliegenden Daten, ein solches Gesetz zu
finden. Es war wohl C.F. von Weizicker der erste, der eine Herleitung dieses Gesetzes
versucht hat (Z. f. Astrophysik 22 (1944)). Der Verfasser plant, die Gedankenginge von
Weizickers mit den vorliegenden Gedanken zu kombinieren.
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Wir betrachten hier s Primzahlen py, ..., p, von der Gestalt 4& + 1, z.B.
fiir s = 6 die Primzahlen 5, 13,17, 29, 37, 41 (Zahlenmystik).

Jede solche Primzahl p; 1iG3t sich im Gauf3schen Zahlkérper 0o(W-1)
eindeutig schreiben

b =TT,

wo 7;und ; Primzahlen in O(v/—1) sind. Wir definieren nun Zahlen ;
durch

fur j=1,...,s Essind diese s Zahlen dividiert durch 27 modulo 1linear
unabhingig. Es ist also die Folge (£=1,...)

ba kX
2 2

im Einheitswiirfel E* gleichverteilt mit einer Diskrepanz (K absolute
Konstante)

K(log N)'

D‘E\‘r S N1 /5

Es ist (L nattrliche Zahl)

N\ L
=T (i)
]
und wenn L gerade 2g ist und
T =a+V-lb
(a), b; natiitliche Zahlen) geschrieben wird, so wird
j- aj bj + 2V —1lal;

2 2
[m7 =a? =,

SO ist

N
cos 2g¢p; = < /2 j2> % 2
ai + b, ‘?/;g+k/;z

2a:b; \* 2a;,b;

_ i S
sin 2g¢0;, = <42—|—Ia2> =T
’ ’j g T
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Wir wollen €2, 7, 7y in der Formel fiir die Drehung D zusammen behan-
deln.

Die zugehorigen Primzahlen, welche die zugehorigen pythagor-
dischen Tripel liefern, wollen wir mit py, po, p3 bezeichnen, also z.B. 5,13,
17. Dies gelingt so, daf wir die zugehorige unitire Transformation

aufstellen, aus der dann in bekannter Weise die Darstellung von D folgt.
Diese Darstellung von D durch pythagoriische Tripel gestattet weitere
Anwendungen, die hier nicht mehr behandelt werden sollen.
Wir setzen

T a3 T b3
ayg =1, 42 =TT
|71 |72 |73 |01 |72 [ 7]
= L
L L (15)
|71 |72 |75 |71 |72 [ ]

also z.B. wenn wir das Tripel 5, 13, 17 nehmen, so wire

T =142vV—-1
Uy =342v-1
T3 = 1 —1—4\/ —1.

Hs ist
Qo — Qo = 1.

Weiters setzen wir
7
ap = 5(0411 + an) = (1@ — biby)as ) a*

7
ap = 5(0512 +an) = (a1 + biba)bs/a’
j (16)
a = _5(0612 — az) = (bay — boar)bs /a’
7
ay = _5(0111 — ap) = (a1by + axby)as ) a?,

a® = (af +b7)(a; + 5) (a3 + b3).
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Zu (1) gehort die unitire Transformation

g anZ + agp (17)
anZ+axn’
also explizit
T Mazl + iTb
7/ =222 TS (18)

N T iT1b3 7 + a3 ’
Zu (2) gehort das Quaternion

(aray — biby)azeo + (a1az + biba)bse
+ (biay — borar)es + (a2by + braz)azes,

WO ¢, 61, €2, €3 die bekannten Quaternioneneinheiten sind.
DieTransformation (17) schreiben wir kurz

Qi Qup| | MTas  iTTobs (19)
Qo1 Qp ITTobs T T2as

Wir erhalten fiir die Drehung D die folgende Darstellung

Ci Ci Cis
D= |Cy Cn Cxn|,
Gy Gy Css
wobei
Cyy :a()2+ﬂ12—d22—a32

2 2 2 2
Cp =ay —ay +a; — a

2 2 2, 2
Cys = ay —ay —aj + a;
Cx = 2(mpas — apay)  Cxp = 2(apaz + apar)

Cy = 2(a3a1 — apaz)  Ci3 = 2(azay + apaz)

C12 — 2(511512 - ﬂoﬂg,) C21 — 2(d1dz + doﬂ3).

Man kann jetzt fiir (16) einsetzen. Eine ausfiihrliche Darstellung findet

sich in der Arbeit des Autors [4].
Man kann damit auch sphirische Dreiecke berechnen, dies soll an

anderer Stelle ausgefiithrt werden.
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Anhang zu §4

Es liege eine Folge (x,) modulo 1 vor, welche zur Dichte p mit Diskrepanz
D lp\r gleichverteilt ist. Es sei L eine natiitliche Zahl, dann betrachten wit
nun die Gleichverteilung (wenn vorhanden) der Folge

|

n n

Bekanntlich gilt fiir jede Funktion F von beschrinkter Variation I/(F)
im Einheitsintervall E

3o r = [ et

Es sei nun e > 0 gegeben, welches wir erst spiter wihlen werden. Es sei
dann fire <x <1

< V(F)DX,.

und

eL+1

fiir 0 <x <. Dabeti sei f periodisch mit der Periode 1 und beschrinkter
Variation. Wenden wir die obige Formel an, so haben wir zunichst das
Integral

zu studieren. Es ist

1= [ oo (5 )a

. _1. . .
Wir setzen x~ = £ als neue Variable, dann haben wir

1©-1 [ 1/5;)(51/") ) re)ag

- [ o(em)e b erae
-y / <§+é ”L>f<£><§+/<>(”“1)d§.
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Setzen wir

p(© =13 p( (687 e+ ) (),

k=1
- / SO m(E)de

Wir haben dabei einen Fehler gemacht, da ja £ nicht bis ins Unendliche
geht. Da aber p beschrinkt ist, 0 < p < .4 und da E/@ (E+ /é)_(l/I ~+1)
konvergent ist, so ist der Fehler <& _4M, wo M( f) eine obere Schranke
fur fist.

Wit wollen nun noch I( f) abschitzen. Nehmen wir der Einfachheit
halber an, daBf sogar stetig differenzierbar ist, dann ist im Intervall

e<x<l1
TN (1 1
P\ ) =H\a )
also wenn M, eine obete Schranke von f/ ist,
1
!/
(%)

Wir haben also insgesamt

’—Zf(—— Li]) - Olf(X)m(X)dX

X, €

so ist also

177>
el+1

< D? < A, +A> +e(1+MA)
= N - )

L+41
daja
‘—21— x)dx| < eADY,.
x,<E
Wihlen witr nun en = Df\l/ (L+2)) , so erhalten wir

<c(D )(1/(1 +2))

25 [a]) - [oeomeon

Der Fall I.=1 wurde schon (ohne Restabschitzung) von Dirichlet
behandelt (man vgl. meine Arbeit [3]), wo die Abschitzung auf anderem
Weg gefunden wurde).
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Analog behandeln wir den Fall
1

(sinZx,)" {(sm;xﬂ)"]'

Hier setzt man

Die neue Dichte wird

2 p(2 arcsin (§+/é)1/L) d§
O V- e+ @m €8T

5

Es ist bemerkenswert, daf3 ein solcher Zusammenhang wie in §1 auch bei
dem Friedmannschen Modell des Kosmos auftritt. Es handelt sich, wenn
R der Weltradius ist, im elliptischen Fall um die Differentialgleichung

(w>0)
dR ZRdZR )
(5) ot .

wobei 7 die Eigenzeit ist, d.h. die Zeit, die durch eine vom Kérper mit-
gefiuhrte Uhr angezeigt wird, die in §1 fiktive Zeit genannt wurde. Die
Zeit t wird wieder durch das Integral

¢ = / R(r)dT 2)

gegeben. Man nimmt Giblicherweise w = 1. Wir denken uns die Eigenzeit
durch wt gegeben. Wir differenzieren nun (1) nach 7 (wir wollen jetzt die
Ableitungen 7 durch einen. Punkt andeuten, z.B. statt Z—}i kurz R schrei-
ben, dagegen wollen wir die Ableitungen nach der Zeit 7 in der Gblichen
Form R statt E R schreiben.

Wir differenzieren nun (1) nach 7 und erhalten, da sich bei der Differe-

ntiation die Glieder RR wegheben,
R+ w?R = 0. (3)
Wenn wir R = v setzen, so erhalten wir fir v die Differentialgleichung

i+ w?v = 0. (3)
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Die allgemeine Losung ist

v = AcosT+ BsinT = Csin(wr + ¢).

Integrieren wir (4), so erhalten wir, wenn wir
C
Z =K
w

setzen,
R = /UdT: —Kcos E+ L,

wo E=wt 4 @ ist.
Aus (4), (5) und (1) folgt nun

R =10=w?Kcos E = w?Kcos E.

Setzen wir (1) ein, so erhalten wir nach (4), (5) und (7)

K?w? = (L — K cos E)w?(L. — K cos E) + 2w?K cos E

= w?(L — K cos E)(L + K cos E).
Daraus folgt
K?sin? E = . — K*cos” E,
also
K?> =12 also L = +K.
Da R > 0 sein soll, so ist

E
R =K(1—cosE) = 2Ksin25.

Es wird
r R _dR d¢ R wsinE
dt dr/ dr R 1—cosE’
also
R' = wcto —.
ng
Es ist nun

AR\ 2w? ( LE 1 )
— _— = —W Ctg ST - 2E = —Ww .
dt R 2 sin =

59
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(10) nennt man die Friedmanngleichung. Wir differenzieren nun und
erhalten
2

RIRII _|_ ZL

=z R' =0,

also an allen Stellen, wo
R #0

ist, erhalten wir

2w?
"o
R'=-T7

also folgt aus (10)
RR/ — _212: —_w?_ R?
R )

also folgt aus (9) und (10)
RR// wz
- —_Z_
R”2 R”2
(11)

Fiir die Hubble-Konstante erhalten wir
R wsin E w cos %
H=—=— = (12)
R? K(1 —cosE) 2K sin*
Wir benétigen nun noch die Gleichung fiir die Dichte p nach der
ersten Feldgleichung der allgemeinen Relativititstheorie

1 AR 2+ 22
'O_R4 ar v
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Es bleibt noch # zu berechnen
= / R(1)dT = K(T — 78111(&}7- * ('0)) +C.
0 w

Wir erhalten noch eine Keplersche Gleichung.
Betrachten wir jetzt den hyperbolischen Fall

R* = 2RR” — w?R?, (13)

so ethalten wir wieder mit v = R

i —w?v=0. (14)

Es wird also

v=wKsin E

und
R=K(cosE—1) = 2Ksin2§

und

RR// wz

R”2 sin? %

und die Hubble-Konstante

wsin E weosg

H = = . 15
K(cos E—1)* 2Ksin*Z (15)

Fuar die Dichte erhalten wir

2

w
=L 16
P= i (16)

Es wird die zugehorige Keplersche Gleichung

f:K<M_T)_ (17)

w

Wir konnen wie in §1 vorgehen und s Welten mit den Eigenzeiten

W Ty, W, T
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und Anfangsbedingungen gleichverteilter Folgen (p4%,..., %) mit
Dichte p und Diskrepanz DKT betrachten und erhalten so ein Modell fiir
die Vielweltentheorie von D.W. Sciama.

Wir wollen zum Schluf3 noch auf die Keplergleichung, die wir schon
mehrmals zu betrachten hatten,

t:a<T—M> (17')

w

eingehen, die wir so schreiben kénnen
1
—(wt+¢) = E—sinE, (17")
a
dabei haben wir, wie schon frither = wT +  gesetzt.
Bekanntlich wird die Gleichung

M=E—c¢sinE

im bezug auf E als Funktion von M durch die Reihe
=1
EM)—-M = —Ji(eL)sin LM *
(M) = M =3 Jufer)so (+)

gelost, wobeti J; die ganzzahligen Besselfunktionen sind. Die Reihe ist
fir 0 < e <1absolut konvergent. Fiir € < 1ist dies leicht einzusehen, der
Fall € =11ist schwieriger. Es gilt zwar eine Aussage fiir J; (L), eine asymp-
totische Formel, die ziemlich intrikat ist. Wir brauchen aber eine Abschit-
zung nach oben. Dazu gehen wir von der Formel

1 s
Ju(L) = —/ cos L(a — sina)da (18)
™ Jo
aus. Wir zetlegen das Integral in zwei Teile. Der erste Teil sei fiir ein 6 > 0

T—0
A= / cos L(a — sina)da
6

1) T
B:// .
0 T—0

Es ist unmittelbar klar, dal3

und der zweite Teil sei

B < 26

ist.
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Wenn wir den Integrand in A in der Form schreiben

(1 — cosa) cos L(ax — sin )

)
1 —cosa

so liefert partielle Integration nach a sofort

e mo —smo)—\| ———— Q.
o ElJs o o doo \ 1 — cos

Es ist nun zunichst der ausintegrierte Teil zu betrachten. Es ist

sin L(a — sin @)

B =
L(1 —cosa)

o 5 _ 62
1 —cosa = 2sin®*— > 2sin* =~ > —,
2 27 2

also ist er hochstens

L8%
Das Integral ist

1 /”—5 d 1
< AR
- s doo \ 1 —cosa

Nun ist die Ableitung nach o im Integrationsintervall positiv, wir kon-

nen also integrieren und erhalten die gleiche Abschitzung wie vorher. Es
wird dann

da.

(L) <46+ —

Wihlen wir §° = 1/L, dann ist

62
12
L) <—=.
L) < 5

Es wird also

L) ' <20% L7 < 40m.
L=m L L=m

Wir erhalten also

E=wr+¢p— Z]L sin L(w? + ). (19)
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Brechen wir beim -ten Glied ab, so erhalten wir

E=wr+¢p— Z]L sin L(w? + @) + v

...w—

(19
(19| < 40).

Wenden wir auf [; (L) eine Quadraturformel mit Hilfe einer gleichver-
teilten Folge (o) und Diskrepanz DY, an, so erhalten wir

Ju(L) = S,(L) + F, (20)
WO
l n
L) = —WZ cos(L(ayg — sinay)) (21)
7=
und
IFl < LD}, (22)
ist, da ja die Variation I( J; ) < L.
Setzen wir
2~ 5,(L)
E I - — L(wt 23
2(wt + ) wz:l —sin L(wr + @), (23)
so ist
E=E + I, (24)
WO

|Fi| < 40(m 7% + mDY,).
Wihlen wir nun
o2
my = [(DN)4], (25)
so gilt fir den Fehler
|F>| < 60(Dy)’, (26)
also haben wir

E = E, +960(Dy)".

my
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Wollen wir z.B. 7(#) aus §3 berechnen, so ethalten wir
r(#) = a(1 + cosacos E) =1 4 cosacos E* + F*
mit
F* < Jcos E — cos E*| < |E — E'| < (D}

Wir haben in §1 und [2] §7, indirekt aber in beiden Arbeiten, immer
wieder Systeme 2y, . . E betrachtet, wobei die Frequenzen wy, .. ., w,,
welche eine Harmonie im Sinne von Pythagoras bzw. Kepler bilden.
Diese Systeme werden durch Anfangsbedingungen, welche die Gestalt
einer s-dimensionalen Folge haben, gleichverteilt beztiglich einer Dichte
p, welche ein Produkt von Dichten py, . . ., p, im bezug auf 35, . . ., X, ist.
Die Bestandteile des Systems 2y, . . ., 2, stehen untereinander in keiner
Wechselwirkung. Wir denken uns ndmlich nach einer Idee von A. Ein-
stein (in [8], S. 820—825), WC]ChCJ von Neumann in seinem Buch [5]
abstrakt formuliert, jedes X, in einem Kasten (in einer Schachtel) K; ein-
geschlossen, welcher gegenuber duBleren Einwirkungen undurchlasmg
ist. Alle K;werden in einem groB3en Kasten K eingeschlossen. Wir kénnen
diese XJ;als Molekiile eines Gases in K auffassen, so wie dies in der Physik
bei der Mischung chemisch differenter Gase tblich ist, und dann die
Gesetze der Thermodynamik anwenden Ubrigens kénnen wir alle diese
verschiedenen Systeme, welche wir in [2] §7 und §1 betrachtet haben, in
einem Superkasten K zusammenfassen.

Kehten wir zu unserem System 3y, . . ., 2, zurliick und definieren wir
als Energie des Systems

und als Entropie S, welche wir als Mengenfunktion auf 3y X -+ X X
auffassen, folgendermal3en:
Sind Ay, . .., A, quadrierbare Mengen in ¥y, ..., X, so sei

S(Aq,...,A Zlg/p/xjdx/

Es ist also

S(Aq, ..., A) zlog/ / p1(oc1) ps(acs )y -+ - doe
A, 4,

Wir kénnen K in ein Wirmebad mit Temperatur T geben, die freie
Energie U= E — 15 und dann die Gesetze der Thermodynamik anwen-
den.
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So sieht die Gleichverteilung des ,,Staubes” im Friedmannmodell aus

1 &
’ ~ ; F(re(#) cos @ cos Mg, r(#) cos Py sin Az, rp sin @) —

— // F(rcos@cos A, 7 cos @ sin \, 7 sin ®)r2dr sin ®|dDdA
< IV(F)D§,.

F ist von beschrinkter Variation.

Anmerkungen
Anmerkung 1zu §1 Seite 14

Betrachten wir noch den Fall w =0, also die Gleichung

d*u
==
mit der allgemeinen Losung
n=a(T + 1)
und setzen
x:ﬂ2—1:(a(T+¢))2—1
y=2u=2a(T + ),
dann wird
r=u*4+1= (cz(T—l—l/}))Z—i—l.
Es wird

3
t:/rdT:—ﬂZ(T+¢) +T Y+ C.

Wir haben also eine Parabel

y2=4(x+1)
Bs wird & = 22%(7 + 1), 5= 2a, U:(X’—r]),also
0% = 44°
Es wird
v? K
=0,
2 7

. 2
wenn wir K= 24" nehmen.
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Wir setzen
2
— ) 2u
cos<I>:”2 , s1r1<I):1+%2
2u?
1—|—cosCI):MZJrl
2
l—cos<1>:%2+l,
also
_ 2
r_1—cos<I)'

Wir konnen die Keplergleichung explizit 16sen. Wir haben die
Gleichung

w4 3w —3t=0
zu 16sen. Die Diskriminante dieser Gleichung ist
—4.3 - 272 <0,

also nach Cardano

Setzen wir
(! 3+1_ )
7 7 =ctga
d ! 3+1— t
2 2 = —ctg o,
so wird
1
= —ctg2a.
w 2cg
Anmerkung 2

Eine Bemerkung zur Energiegleichung, siehe z.B. §1 Formel (6),

2 2
v 2w 2

e N 1
2 costE
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die eng mit der Schwingungsgleichung 7i+w’#=0 mit E=wr +¢
zusammenhingt. Wir kénnen v = w” als Frequenz und A = ctg(wr + )
im Sinne von Broglie als Wellenlinge bezeichnen.

Setzen wir S =log cos E+ C, wo C eine additive Konstante ist. Wit
konnen dies auch schreiben

S =log.A cos E,
SO ist

oS sin E

— =w =

or cos E

und die Energiegleichung schreibt sich

1/os\*> K _ .
2\ 0T ro
wo K=2w?sund r=acos® E ist.
Fuhren wir eine zusitzliche Variable o ein und setzen

W = —w?a + 5(7) = —va + (1),
so erhalten wir
ow (oW ° K 0
da or o

W (a) = /Oa (g—%fn

im Sinne der Hamilton-Jacobischen Gleichung.
Setzen wir mit Schrodinger, der diesen Weg spiter nicht mehr weiter-
verfolgt hat,

Es ist

1) = K cos E,
so wird
s
or i’

dann wird die Energiegleichung

& — 2wtg 2Eyp? = 0.
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Betrachten wir die Funktion F = )% —2w?tg? )2 als Funktion 1, 1), T
und stellen die zugehorige Eulersche Gleichung auf, so ethalten wir fur
die Extremale Ydie Gleichung

0°Y
or?

fir die man noch Randbedingungen vorschreiben kann. Wir erhalten
eine Hillsche Gleichung.

+ 2w?tg 2 Eap(T) = 0,

Anmerkung 3 zu §3 und §4

Die Drehungen der Erde um ihre Achse sind ein Beispiel fiir eine Statis-
tik von Drehungen. Nehmen wir in nullter Naherung fiir die Erde an, sie
wire ein kriftefreier Drehkreisel, dann konnen wir die Eulerschen Glei-
chungen (A, B, C dieTrigheitsmomente der Erde) aufschreiben

A%%—(B—C)rq:(), B%—I—(C—A)rpzo
und
Cﬁ—i-(A—B)pq:O.
dr

Nehmen wir weiter an, dall .4 =B ist (auch dies ist niherungsweise
erfillt), so folgt aus der letzten Gleichung, daf3 (#) eine Konstante, sagen
wit 7y, ist. Setzen wir

_A-C
=77
und
2T = Mro,
so erhalten wir aus den beiden ersten Gleichungen
ap dq
—+2tAg=0, ——2wAp=0.
dt +emag =0, TP

Wir kommen also wieder auf die Schwingungsgleichung zuriick und
erhalten als Losung

p(tya, @) = asin2n(\t + p),
q(t,a,0) = acos2m(\t + ¢),

wo a und ¢ Integrationskonstante sind.
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Hs ist

pZ _I_qZ :dZ.

Wir nehmen « als positiv an. Es ist
wzzpz—i-qz—l-rz:az—i-roz
die Energiegleichung,.
Wir nehmen nun eine Folge (a;, ¢ ) im Einheitsquadrat E 2 gleichver-
teilt mit der Diskrepanz DR/ an.

Es sei g eine Funktion von beschrinkter Variation ( g) in E % und wir
setzen

G(a, ) = glacos2mp, asin 2mp).

Es sei
1<
An(g) = N Z G(ag cos 2T, ag sin 2mp).
=1
Es ist
)\N(G) :] + ﬂV(G)DN,
WO

J= /E ] G(a, p)dadyp

(|9] < 1). Wit setzen a = o’ (o > 0), also ist

J= 2/ G(a?, p)adadyp.
E2

Setzen wir

&£ =acos2mp, N = asin2mp,

1=2 [] stemdem

&<t

so wird

Fihren wir die Drehung

& =& cos2m\t + 0 sin 2w \¢
n = —n' sin 2w\t + 1 cos 2wz



Gleichverteilung 71

im Integral | durch, so erhalten wir

J= // g(&' cos 2\t + 1 sin 2wz,
<1
— & sin 27\t + 1 cos 2mAt)dE dny .
Setzen wir
& = asin2mp, n' = asinryp,
so erhalten wir
J= Ezg(a cos 27 (At + @), asin 2( Nt + )dad p.

Wenn wir nun von J zu

G(p(t,ae,00)q(traz04)) NZg apcos2t( A\t — @), asin2m(Ar+ @)
k=1

zuriickgehen, so erhalten wir

lz G(p(#,ae,08),9(2, ae, ) —

k=1

——ZG (0,6, 92), 90, a¢, 92)) | < 2017(G) D

So sieht bei uns der Liouvillesche Satz aus.

Nehmen wir an, daf} g die Indikatorfunktion ¢ einer quadrierbaren
Menge A mit der Schwankung (A, D(\T/ ) ist, so dndert sich nichts an
der Uberlegung. Es bleibt die Haufigkeit

1 &
NZ WA, p(t,a, o), q(t, az, pr))

k=1

gleich der Hiufigkeit dieser Punkte P, ag, ) zur Zeitt =0 bis auf einen
Fehler von der GroBe o(A, D( )
Die Umlaufszeit

27
H7o
bleibt ungeindert.
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Wir konnen die gleiche Methode auch auf die Planetenmodelle von
Levi-Civita anwenden. Wir nehmen jetzt unter gleichen Voraussetzungen
furg

G(a, @) = g(asin® 2mp, wasin 2mp)

(w>0). Es sei wieder

1
G) = NZ Glag, or)-
s

Wir fithren wieder die Drehung (%) durch, allerdings schreiben wir 7
statt # und wir erhalten (w=27\)

J= //Ezg((a cos 2(AT + @))Z’ wasin 2w(AT 4 ))dade.

Jetzt kommt die Anderung: Wir setzen
r(1) = a(cos(wr + 2mp))?
und
r(T)o(T) = wsin(wt + 271p).
Es ist ((T) <a < 1)
(1) = wtg(wr + 27p).
Wir setzen
re = ap cos2mpy, Uy = wtg(wr + 2mpe).

Es ist
20, .2 2y 2.2
re(wg + ;) = apwy.

Wir erhalten also

1= [ [ atmae)rtriag) ot p)iats

und der Liouvillesche Satz wird

’Nz‘g (Tya,08),7(T a4, 04)0(T a5 P2 ——Zg s T4 Vk)

<21V (G)D

Dies bleibt natiirlich richtig, wenn G nur quadratisch 1ntegr1erb§1r ist.
Es ist dann die Variation 1/(G) durch die Schwankung o( g, D(\/ ))

ersetzen.
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Ist (K, R) die Indikatorfunktion eines Kreises vom Radius R in E >
mit Mittelpunkt 0, so ist

1
NZ UK, 7z, reve)
=

die Haufigkeit der Punkte (r, 7 U), die zur fiktiven Zeit# = v im Kreise K
liegen und dann ist sie auch zur Zeit 7¢) bis auf einen Faktor, der von o
und Dy abhingt, die gleiche.

Wir haben stets in E% 0 <€, 0<n <1 gearbeitet. Alles geht
analog, wenn wir ein anderes, z.B. ein groBeres Rechteck, nehmen und
wir kénnen dies sofort auf E> zuriickfiihren.

Nehmen wir an, es liegen mehrere Kreisel oder Planeten oder mehrere
Ostzillatoren vor, sagen wir s solcher Objekte, so haben wir s Frequenzen
Al - - -, A Wir haben Ns Anfangsbedingungen, die eine Zs-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit bilden. Wir wollen sie z.B. als gleichverteilte Folge
in E* mit einer Diskrepanz D ij ansehen, dann kbnnen wir alles tibertra-
gen.

Wir fiihren die Integration von Gleichungen des kriftefreien symme-
trischen Kreisels zu Ende. Dazu miissen wir die Eulerschen Winkel o, 1),
1 einfithren (der Eulersche Winkel o wird traditionell mit ¢ bezeichnet.
Wir haben aber bereits bei der Integration der Gleichungen fur die
Impulse p und ¢ als Integrationskonstante mit ¢ bezeichnet). Die Glei-
chungen fiir die Winkel lauten bekanntlich:

dv . i .

— = O —gsino NvV— = psino — a
7 pcos gsino, sin 7 psin g cos
d d

jj:r—d—cosﬂ

Wir tragen nun die bereits berechneten p, ¢, 7 ein:
p=acos(At+ @), g =asin(At+ @), r = ro,

wo A= (1/2m)(1 —C|A) ist (p, ro Integrationskonstanten). Zunichst ist
¥ =0 Losung. Im Falle 0 <1 < (/2) ethalten wir

A A ( C) do c
=0 =70 3

A R 22 cost) = —
dr T4y A o8 10

dt A

also als Losungen mit den Integrationskonstanten o, Yo, 1

19:190, o = €t + 0y, ¢:6I+w0
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Dabei ist 0 = (C[A)(rofcos V) die Winkelgeschwindigkeit, mit der die Fi-
gurenachse um die Impulsachse rotiert, also die Prizisionsgeschwindig-

keit U.Ild
A 0

¢ ist die Eigendrehung, also die Drehgeschwindigkeit um die Figuren-
achse.
Die Drehung D wird gegeben durch

D = D{D;,Ds,
WO ) )
cosog, —sino, 0
Dy = | sino, coso, 0
0, 0, 1

[cosd, 0, —sind ]
D,=| o 1, 0
| sind, 0, cos ¥ |

[costp, —sinep, O]
D5 = | sin, costp, 0
0, 0, 1]

ist. Wir betreiben nun Statistik im Einheitswiirfel E° mit Hilfe einer
sechsdimensionalen gleichverteilten Folge

219 ook Yor
Ay MOky Ply —Voks 5 s 7 |-
v Y T

Man wird, wie bei der Planetenbegwegung, die Winkel so wihlen, daf3
wir pythagoriische Tripel erhalten. Besonders interessant ist der Kugel-
kreisel 4= B= C. Hier witd A =¢ = 0. Ein Beispiel ist der Wiitfel oder
die Kugel.

Wir konnen mit den entwickelten Formeln auch den Fall mehrerer
voneinander unabhingiger Kreisel, z.B. Wit rfel, die nur durch Anfangs-
bedingungen miteinander verkniipft sind, behandeln, so wie wir dies
schon bei den Planeten getan haben.

Anmerkung 4 zu §5

Wir kénnen nach Friedmann-Lemailtre-Milne-Heckmann mit den For-
meln ein Weltmodell aufbauen.



Gleichverteilung

Betrachten wir (die Striche sind die Ableitungen nach der Zeit)

Rl
f:E’

dann folgt durch Differentiation

,_R” R/ 2
R R/’

also ist
K
flfri=- i
Wir setzen
_ K
=
und es witrd also
pR> = K.
Wir nennen p Dichte im physikalischen Sinn. Es wird
dp K R’
L =_3_R =-3p—.
or R PR
Wir haben also die Gleichung
dp
—+3pf =0.
5 3

Wir definieren nun Teilchen ¥ = (x, , 7)

x(2) = xor(1), y(2) =0r(2), (1) = z07(2)

und setzen X = Xor(#), (xo0, Yo, J0) sei ein fester Punkt in R Es sei

L (A dy &\
U= <dl"dl"dl‘> _(01702)03)

die Geschwindigkeit dieser Teilchen. Es ist

Es wird also

0
8—f+pdiv v=0.

75
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Wir haben also eine Kontinuititsgleichung. Wir haben nun

A(pv1) v O(vwvz) | O(vos)
a1 +p<a_x1+ oo ow )

0 0 0 0 0

ar " or D) dxy | O3
= (Y S A ) = —2pxa

Es gelten analoge Formeln auch fiir j =2 bzw. j = 3.
Setzen wir

P = (xf—}—x%—{—x%)p,
so haben wir (furj =1, 2, 3)
A(pv)) Ayvr)  O(yva) O(vws)\ _ 0P
o P\ Tom T Tows o ) o

Es sind also die x; () die Bahnkurven einer Strémung, auf die die Kraft
mit dem Potential ® wirkt. Dieses Potential erfilllt die Poissongleichung

AdD = 6p.
Dies rechtfertigt den Namen Dichte fiir p.
Es ist ® bis auf Konstante das Potential einer Kugel K mit Mittelpunkt

0 und Radius K und konstanter Dichte p in einem Punkt (x, 3 z) im
Innern der Kugel gleich

1
27T<R2 — g(xz —i—jz + zz)p>.

Wit wollen nun zur Dichte p eine Folge (€4, 1x) konstruietren. Zunichst
wollen wir sie normieren. Es sei

/ o, 0)dp = P(7)

0

und es sel

; _p(1,9)
P (7-790)* ¢(T) :

Wir bemerken noch, dal3 fir 7> 0

p(T, 90) < (w7‘)6

ist.



Gleichverteilung 77

Es set (xg, y¢) eine gleichverteilte Folge mit Diskrepanz Dy, dann sei

1 & 5
&:EZ[HX/—/O p(cp)dw]
1 & /
— 2
m@—NZ[lﬂk—3/@ ra’r}

Es ist die Diskrepanz D*T dieser Folge

( ) 1/5‘

- (wT)G

Es ist also fiir jede Funktion f von beschrinkter Variation I( f)

S () = 3/ /f o, r)p* (T, ¢)dT + Fehler,

[Echler| < 17(/)((wr)*(r)) "Dy’

ist.
Es ist z.B. die Hiufigkeit der Punkte ({4, 7¢), wo & < A, e <R(T)
(also die Haufigkeit des Staubes in der Kugel vom Radius R(7)

47

A
3 —R(r )/o pr(T)dT.

Der Faktor 47 kommt von der Oberfliche der Kugel.

Anmerkung 5 zu §5

In der allgemeinen Relativititstheorie kommt man auf das Fried-
mannsche Modell in folgender Weise:
Wir betrachten die Riemannsche Metrik

ds? = —r*(1)do® + dr*,

3

ij=1
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ist und der Energietensor Ty- mit den Komponenten
T;, =0 fir 1<:<3, 1<;<3
und Tl‘4 =0 fur 1 S 7 S 3 und T44 = p.

Sollen die Einsteinschen Feldgleichungen erfiillt werden, so muf3 der ver-
jungte Krummungstensor G von der Gestalt

sein mit e =0, +1und wir erhalten
!
pt+3—p=0
r
und
2e — 2" — ' = —rzp.
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