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Zur kinetischen Gastheorie IV

Von

E. Hlawka
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 25 MÌrz 1999

durch das w. M. Edmund Hlawka)

Auf dem Intervall [0, 1/2] seienNTeilchen (im folgenden oft auch Mole-
kÏle genannt) gegeben. DieAnfangslage dieserNTeilchen zur Zeit t� 0
sei u1, . . . , uN und ihre Geschwindigkeit v1, . . . , vN. Die Teilchen seien
massenlos angenommen, ihre Bewegung sei eine geradlinige und siewer-
den an den Endpunkten und an den Punkten 0 und 1/2 elastisch re£ek-
tiert.Von den Geschwindigkeiten wird noch angenommen, daÞ sie im
Geschwindigkeitsintervall [0, c], wo c positiv ist, gleichverteilt sind. Dies
soll folgendes bedeuten: Betrachten wir ein beliebiges Teilintervall J1
des Geschwindigkeitsintervalls und sei N 0(K ) die Anzahl der Ge-
schwindigkeiten v1, . . . , vN, die in K liegen. Dann gelte����N0� J1�N

ÿ L� J1�
c

���� � �DN;

woL(K ) allgemein die LÌnge eines IntervallesK ist, und fÏr groÞesN sei
diese Geschwindigkeitsdiskrepanz �DN ,,kleiǹ .̀
Eswurde nun in derArbeit zur kinetischenGastheorie [1] gezeigt, daÞ

dann dieseTeilchen bei ihrer Bewegung bei beliebiger Anfangslage uj fÏr
fast alle Zeiten gleichverteilt sind, wenn die Dauer der Zeit T nicht zu
groÞ ist. Genauer wird folgendes gezeigt:
Bezeichnen wir mit MT ( f ) den Mittelwert 1=T

R T
0 f �t�dt, bezeich-

nen wir weiter mit DN(t ) kurz die Diskrepanz der N Teilchen zur Zeit
t, so ist

DN�t� � sup
J

���� jN0� J; t�jN
ÿ 2L� J�

c

����;



wobeiN 0( J, t) die Anzahl derTeilchen, die sich zur Zeit t in J be¢nden,
und L( J ) die LÌnge von J ist. Dann gilt

MT�DN�T �� � K

�
logT
T

�
1
c
� T �DN

��1
2

;

wo K eine absolute Konstante ist, z.B. 20. Daraus folgt:
Ist � eine beliebige positive Zahl, so ist DN (t)<� im Intervall [0,T ]

ausgenommen einer Zeitmenge in diesem Intervall, mit MaÞ

� < K

����
T
p

�

�
logT
T

�
1
c
� T �DN

��1
2

:

Ist also � nicht zu klein, K groÞ, t nicht zu groÞ, �DN klein, so sind die
Teilchen gleichverteilt fÏr fast alle t abgesehen von der Ausnahmemenge
mit einer Diskrepanz kleiner als �.
Ein einfaches Beispiel ist

� � T
1
4 logT

�
1
c
� T �DN

�1
4

:

Hier ist die Diskrepanz von gleicherGrÎÞenordnungwie dieAusnahme-
menge. Ein numerisches Beispiel ist in meiner Arbeit [1] angegeben.
Wenn c von der GrÎÞenordnung 105 und T eine Stunde ist, so ist
�DN� (log N)/N und N�103. Dann betrÌgt die Ausnahmemenge
hÎchstens ein paar Minuten.
SelbstverstÌndlich muÞ man den Nullpunkt nicht gerade als Anfangs-

wert wÌhlen, sondern kann dieselbe Beobachtung machen im Intervall
[t0, t+T ] zu einem beliebigen Zeitpunkt t0.
ManmuÞ nunbeachten, daÞ natÏrlich dieseTeilchen, die sich zurZeitt

im Intervall J aufhalten, sich zu einer spÌteren Zeit t 0 ganz woanders auf-
halten und sich andereTeilchen zur Zeitt 0 im Intervall Jbe¢ndenwerden,
aber nur ihre Anzahl bleibt, von der Ausnahmsmenge abgesehen,
ungefÌhr immer die gleiche bis auf einen Fehler �, und sie hÌngt nur
von der LÌnge des Intervalles ab, sodaÞ sich also in gleich langen Inter-
vallen fast immer die gleicheAnzahl vonTeilchen fÏr alle t ausgenommen
der Ausnahmemenge be¢nden. Das ist nichts anderes als der Satz von
Avogadro (aus der Physik) im eindimensionalen Fall, der besagt, daÞ
bei einem idealen Gas bei gleichem Druck und gleicher Temperatur
gleiche Volumina gleich viele MolekÏle enthalten. NatÏrlich kann der
Satz invollerGÌnze nichtgÏltig sein,weil dieTeilchen ja hin- und hersch-
wirren. Den mehrdimensionalen Fall habe ich in meiner Arbeit [1]
behandelt.
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Man kann also sagen, daÞ der Satz von Avogadro eigentlich ein Satz
derGleichverteilung ist, lange bevor Ïberhaupt die Idee der Gleichvertei-
lung von HermannWeyl formuliert wurde.
Um nun den Tanz dieser Teilchen ^ hier im 1-dimensionalen Fall

kÎnnte man das fast mit einer Quadrille vergleichen ^weiterzuverfolgen,
benÏtzen wir eine Idee, in verschiedenen voneinander unabhÌngigen
Beobachtungen die Bewegung der MolekÏle zu verfolgen.
Wir betrachten dazu s linear unabhÌngige Irrationalzahlen a1, . . . , as,

linear unabhÌngig im Sinne der Gleichverteilung ^ weitere Vorausset-
zungen werden gleich formuliert werden ^ und betrachten die Bewe-
gung derTeilchen zu den Zeiten t, a1t, . . . , as t.Wir setzen n� s�1 und
betrachten

T n
N�t� � sup

J

����N0�t; J�N
ÿ 2nV � J�

����;
wo Jdasmengentheoretische Produkt J1 � J2� . . . � Jn ist, die Ji im Intervall
[0,1/2] liegen undV( J )�L( J1) � L( J2)� . . . �L( Jn) das Produkt derLÌn-
gen dieser Intervalle ist.N 0 ist dieAnzahl derTeilchen, die sich zur Zeit t
in J0 be¢nden, zur Zeit a1t in J1, . . . , zur Zeit as t in Js . Das Supremum
erstreckt sich Ïber alle diese J.
Wir werden zeigen, daÞ auch dieses T n

N�t� fÏr fast alle t im Intervall
[0,T ] abgesehenvon einerAusnahmemenge ,,kleiǹ ` ist, sodaÞ sich dieses
dynamische System des idealen Gases derNTeilchen annÌhernd wie ein
System in derWahrscheinlichkeitstheorie verhÌlt. Allerdings mÏssenwir
an diese n Zahlen noch einige Bedingungen stellen. Zu diesem Zweck
fÏhren wir einige Notationen ein.
Wir betrachtenVektoren im Rn:

h � �h0; . . . ; hs� sei Gittervektor; d:h: alle hj ganzzahlig �1�
e � �1; . . . ; 1� �2�

kĥk � maxhj jhjj; j � 1; . . . ; s �3�

R̂�h� �
Ys
j�1

max�1; jhjj� �4�

R�h� � R̂�h�max�jh0j; 1�
khk � max�jh0j; kĥk�

a � �a0; . . . ; as�; a0 � 1; aj sind Irrationalzahlen

hahi � a0h0 � a1h1 � � � � � ashs
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a ist vomTypus �. Es ist � nicht eindeutig bestimmt. Mit � ist auch �0,
wenn �0>�, zulÌssig, also auch a vomTypus �0. Das gleiche gilt vom
Charakter �.

R̂�h��jhahij � k�a�; wo k�a� nur von a abh�angt

und vom Charakter � ist:

kĥk�jhahij � k0�a�: Es ist dann stets � s � �:
Beispiel:Wir nehmen aj� 2 j/(s+1), es ist dann k0�a� � 1

�2 s�s :
TatsÌchlich lÌÞt sich aufgrund eines tie£iegenden Satzes von W.

Schmidt zeigen, daÞ ��1� " ("> 0) gewÌhlt werden kann.
Die zugehÎrige Konstante k kann bis jetzt aber nicht konstruktiv

angegebenwerden, daher nehmenwir in diesem Beispiel �� s.
Wir haben in der Abhandlung [2], S. 290 gezeigt, daÞX

khk�M

1
R�h��

1
jh�hij � kÿm�a��log M��

Wir ordnen nun jedem MolekÏl mit der Anfangslage uk und der Ge-
schwindigkeitslage vk im Intervall [0,1/2] einTeilchen im n-dimensionalen
WÏ rfel zu mit der Anfangslage uke und dem Geschwindigkeitsvektor
vkA. Die Bewegung diesesTeilchens in [0,1/2]n erfolgt wieder so, daÞ es
an denWÌnden elastisch re£ektiertwird.Nunwurde inArbeit [1] gezeigt,
daÞ man die Bewegung solcher Teilchen zurÏckfÏhren kann auf die
geradlinige Bewegung dieser Teilchen im WÏ rfel [0,1]n : 0� xj<1,
j�1, . . . , n. Wir betrachten die Folge �wk � uk � vkt, k�1, . . . ,N mit
Diskrepanz �DN.
Jetzt kÎnnen wir auf �DN die Formel von ErdÎs^Turan^Koksma

(ETK) anwenden:

�DN � 3 n
�

1
M
�
X
khk�M

1
R�h� jWN�h�j

�
; �5�

woWN � 1
N �N

k�1e�hahi; �wk� und e(�)� e2�i�.
Dabei habenwir bei der Formel von ETKmit 3n schon eine Konstante

benÏtzt, die erst in den letztenJahrenbekanntwurde (Mankann sogarq n,
q>1, wÌhlen).
Wir haben nun die Aufgabe MT �DN�t� abzuschÌtzen. Es genÏgt

MT (jWNj) abzuschÌtzen. Nun ist dieser Ausdruck �
�����������������������
MT�jWNj�2

q
.

Es ist

jWNj2 � 1
N 2

XN
k;l�1

e�hahi;wk�t� ÿ wl�t��: �6�
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Um nun das zugehÎrigeMTauszurechnen brauchenwir nur zu beachten,
daÞ fÏrk� l die Exponentialfunktion denWert 1hat, fÏrk 6� l denWert

ek;l � e�hahi;�uk ÿ �ul� � 1
T
e�thahi; vk ÿ vl� ÿ 1
hahi; vk ÿ vl

; �7�

also ist fÏrk 6� l

jMT j�ek;l� � 1
T
�hahijvK ÿ vLj�ÿ1: �8�

Es ist also

MT�jWNj2� � 1
N
� 1
T

X
k 6� l

jhahi � �vk ÿ vl�jÿ1: �9�

Nun habenwir in [1] gezeigt, daÞ (h0 � h� h1a1� � � � �hs as�hahi)X
k 6� l

1
jW 0�vk ÿ vl�j � log

T
c
�1� T �DN�: �10�

Es ist also jetzt

MT�DN� � 6n
�

1
M
�
X
khk�M

1

R�h� ��������hahip ������������
A�T�

p �
; wo

A�T � � logT
T

�
1
c
� T �DN

�
:

�11�

Nun istX
khk�M

1

R�h� ��������hahip �
� X
khk�M

R�h��ÿ2
X
khk�M

1
R�h��hahi

�1
2

;

das istnachderAbschÌtzungamEndederEinleitung� (2 nM �n lognM )1/2

multipliziert mit einer Konstanten� kÿn1 .WÌhlenwir nun dasM so, daÞ
1/M� v1/(2�), ���M�1, so erhaltenwir

MT�DN� � 6kÿn2 < 12kÿn2

�
logT
T

�
1
c
� T �DN

�� 1
2�

: ���

Das ist das Resultat, das wir erreichen wollten. Nehmen wir das Beispiel
am SchluÞ der Einleitung: Da wir das k0 von der GrÎÞenordnung nÿn

wÌhlen, wird die Konstante von einer GrÎÞenordnung e n
3
sein.Wenn

wir diese sehr grobe AbschÌtzunf zugrunde legen, so kann dies nur ver-
wendet werden, wenn die Maximalgeschwindigkeit c> n3, jT j< log c
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und �DN klein ist, also sehr viele Teilchen vorliegen.Wir kÎnnen dann
sagen, daÞ DN<� gilt fÏr alle t im Intervall [0,T ], abgesehen von einer
Ausnahmemenge vom MaÞ�K/�, wo K eine AbkÏrzung fÏr die rechte
Seite von (�) ist.
Anwendung: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daÞ n eine gerade
Zahl und daÞ von den n Intervallen J1, . . . , Jn r Intervalle einander gleich
und [0,1/4] sind und die anderen nÿ r Intervalle gleich [1/4,1/2] sind.Dies
geht nun auf �nr� MÎglichkeiten. Bezeichnen wir jetzt mit �N�r� die
Anzahl der MolekÏle, die wÌhrend der n Beobachtungen im Zeitraum
[0,T ] fÏr rBeobachtungen im Intervall [0,1/4] liegen. So erhaltenwir eine
AbschÌtzung

�N�r�
N
�
�
n
r

��
1
2

�n

� F;

bis auf einen Fehler F<�2n fÏr alle t ausgenommen eine Menge, deren
MaÞ kleiner ist als K/�.
Nun nimmt der Binomialkoe¤zient �nr� den grÎÞtenWert an, wenn

r� n/2 ist. Nennen wir Hr den Logarithmus von �nr� die Entropie des
Zustandes r, so ist die Entropie am grÎÞten, wenn r� n/2. WÌhrend
dieser n Beobachtungen liegen sowohl in der ersten HÌlfte [0,1/4] als
auch in der zweiten HÌlfte [1/4, 1/2] gleich viele Teilchen, im ganzen
Zeitraum [0,T ] ausgenommen die vorher zitierte Ausnahmemenge.
Allerdings muÞ der Fehler � berÏcksichtigt werden, und es gilt nur,
wenn das n nicht zugroÞ ist imVergleich zurGeschwindigkeit c.Das kann
alles explizit an unserem Beispiel durchdiskutiert werden und damit ist
auch ein Zusammenhang mit der Arbeit [3] hergestellt. In dieser Arbeit
wird stets von einem Kasten gesprochen, dieser besteht jetzt aus n
Beobachtungen.
Den Extremfall r� n hat A. Einstein bei seiner Lichtquantentheorie

zugrundegelegt, vgl. [1]. Bei uns ist dies

�N�n�
N
�
�
1
2

�n

� F:

Wir kÎnnen also, wie sofort aus (�) folgt, die �Uberlegungen in der eben
zitierten Arbeit Ïbertragen auf die empirische Entropie log

�N�r�
N

bzw. log �N�r� mit allen EinschrÌnkungen, die wir vorher angegeben
haben und fÏr alle Zeiten t im Intervall [0,T ] wiedermit der entsprechen-
den Ausnahmemenge.

Wir betrachten statt dem Intervall [0,1/4] allgemein ein Intervall
J� [0, �], wo 0� � <1/2, so ist seine LÌngeV( J )� �.
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Es ist dann also
�A � J; r�
N

�
�
n
r

�
�2V� J�r�1ÿ 2V� J��nÿr � Fehler:

Einstein hat auch hier den Fall r� n betrachtet.
Wir betrachten jetzt den Fall r�1 und schreiben �A � J; r� �W� J�,

dann habenwir

W� J�
N
� 2nV� J��1ÿ 2V� J��nÿ1 � Fehler:

Es ist

W� J�
N
� 2n

Z 1=2

0
V� J��1ÿ 2V� J��nÿ1dJ

� 1
2n
� 1
2�nÿ 1�n� Fehler:

Es wird dann ����W� J�N
ÿ 1
2n

���� � 1
2�nÿ 1�n�

1
4

Fehler:

Es sei nun (�k) eine gleichverteilte Folge mit der Diskrepanz D̂N.Wir
setzen

Jk � V��k�:
Es wird also dann���� 1NXNk�1 W� Jr�N

ÿ 1
2n

���� � 1
2n2
� 1
4

Fehler� D̂N:

Es istW� J� die mittlere freieWeglÌnge.
Im mehrdimensionalen Fall gehenwir analog vor. Es ist im folgenden

e(�)� e2�i�

J �
X
jhj �M

1
R�h�

1
T

Z T�K

K

���� 1NXNk�1 e�ahvkt�
����2dt:

Dabei ist

h �
h1
..
.

hs

264
375; hj � �hj1 ; . . . ; hjr�;

R�h� � R�h1� . . .R�hs�:
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Es ist

J �
X
jhj�M

1
R�h�

1
N 2T

���� Z T�K

K

X
k;l

e�ah�vk ÿ vl�t�dt
����2

�
X
jhj�M

1
R�h�

�X
k�l
�
X
k 6� l

�

�
X
jhj�M

1
R�h�

�
1
N
�
X
k 6� l

�
e�Tah��vk ÿ vl�t� ÿ 1

TN 2ah�vk ÿ vl�
�
e�ah�vk ÿ vl�t�

�

�
X
jhj�M

1
R�h�

�
1
N
� 1
2�T

1
N 2

X
k 6� l

�
1

jah�vk ÿ vl�j
��

:

Nun gilt, wenn Sr die Schichten

r
T
� jah�vk ÿ vl�j < r � 1

T
des KÎrpers K� � � � �Kvon der Dimension rs sind, daÞ

V�Sr�
V�
� �

��
�
c

b�Sr�;

also ist

1
N

X
�r=T��jah�vkÿvl �j<�r�1=T�

1 �
2��
�

c

Tjahj �
�DN:

Wir erhalten daher

J �
X

jh1j �M;...;jhr j �M

1
R�h�

�
1
N
� 2��
�

c

�
1
jahj �

�DN

��
:

Nun ist

h1
..
.

hs

264
375a

�������
������� � jah1 � � � � � ahsj �

��������������������������
jah1j2 � jahsj2

q
;

also wird

J � r
Xr
j�1
�logM�sÿ1

X
jhj j�M

1
R�hj�

1
jahjj

�
1
N
� 2��
�

c
�DN

�
:
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Nun ist X
khjk�M

1
R�h�jahjj �

X
jhj j�M

R�hj��ÿ2
X
jhj j�M

1
R�h�M

1
s

� �2sM�slgsM�12;
also habenwir

MT�DN� < 12kÿs
�

lgT
T

�
1
c
� T �DN

� 1
2s
�
:

Jetzt kÎnnenwir die gleichen Folgerungenwie vorher ziehen.
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