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Operatormethoden fÏr q-IdentitÌtenVII:
q-Catalan-Determinanten

Von

J. Cigler
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat Klasse am 17. Juni 1999

durch das w. M. Johann Cigler)

Zusammenfasung

Mit einerVariante des Finite Operator Calculus von G.-C. Rota (vgl. [10]) ergeben sich
auf ,,natÏrliche`̀ Weise verschiedene q-Analoga der Catalan- und Motzkinzahlen.
AuÞerdem erhÌlt man damit einen weiteren Zugang zur Berechnung von Hankeldeter-
minanten aus diesen Zahlen.

Wir betrachten positive Gitterwege im R2, d.h. Gitterwege, die von
(0,0) nach (n, k) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zurÏckkehren mit
Aufstiegen (1,1) derHÎhe1undAbstiegen (1,ÿi ) derHÎhen i� 0,1,2, . . . ,
wobei es bei jedem festen i� 0,1,2,. . . endlich viele Arten dieserAbstiege
gebenkann, die man sichverschiedengefÌrbt vorstellen kann.Wir schrei-
ben einen solchenGitterweg inder Form v1, v2 . . . vn,wobei vj� (uk,�(uk),

(uk), �j) das j-teWegstÏck der LÌnge 1 bedeute. Dabei ist uk��(vj) ein
Aufstieg oder einer der gefÌrbten Abstiege, �(vj)��(uk)�ÿ1, falls uk ein
Aufstieg ist und �(vj)��(uk)� i, falls uk ein Abstieg der HÎhe i ist,

(vj)� 
(uk) eine ganze Zahl und �j+1 die HÎhe des Endpunktes des
WegstÏckes vj.
Wir ordnen nun jedemAufstieg undAbstieg u einGewichtw (u) zu und

de¢nieren das Gewicht des Gitterweges v� v1v2. . .vn durch

w�v� :� w���v1��w���v2�� � � �w���vn��q�1
�v1�������n
�vn�: �1�



Sei a(n, k) das Gewicht der Menge aller positiven Gitterwege von (0,0)
nach (n, k). Dann ist

a�n; k� �
X
u

w�u�q
�u��kÿ1�a�nÿ 1; k� ��u��; �2�

mit den Randbedingungen

a�0; k� � �0;k und a�n; 0� � �n;0;
wobei u den Aufstieg und alle gefÌrbten Abstiege durchlÌuft.
Denn jederWeg von (0,0) nach (n, k) endet in einemWegstÏck v der

LÌnge 1 in der HÎhe k, dessen Anfangspunkt der Punkt (nÿ1, k+�(v))
ist und dessen Gewicht w(v)�w(�(v))q (kÿ1)
(v) ist.
Ist 
(u)� 1 fÏr alle u so gilt auch

a�n; k� l� �
Xn
i�0

a�nÿ i; k�a�i; l�qik: �3�

Denn man betrachte das lÌngste AnfangsstÏck des Weges, das auf der
HÎhe k endet. Dann hat das ReststÏck dasselbe Gewicht wie ein Weg
von (0,0) nach (i, l ) multipliziert mit q ik, weil er in der HÎhe k verlÌuft
und daher jedes q� durch q�+k ersetzt wird.
Als Beispiel betrachtenwir das Gewicht b(n, k, s, q) aller positiven Git-

terwege von (0,0) nach (n, k) mit Aufstiegen (1,1) der HÎhe 1 und zwei
verschieden gefÌrbten Abstiegen (1,0) der HÎhe 0 sowie Abstiegen
(1,ÿ1) derHÎhe1.Wir ordnen jedemAufstiegund einemder horizontalen
WegstÏcke dasGewicht1und jedem anderen der beidenAbstiege, diewir
,,ausgezeichneteWegstÏcke`̀ nennenwollen, das Gewicht s zu. Damit das
in das obige Schema paÞt, ordnenwir allen anderenmÎglichenAbstiegen
das Gewicht 0 zu. AuÞerdem sei 
(u)� 1 fÏr alle u.
Dann ist das Gewicht eines Gitterweges v durch

w�v� :� s lq�1������n ; �4�
gegeben, wobei l die Anzahl der ausgezeichnetenWegstÏcke bedeutet.
In diesem Fall ergibt sich fÏr das Gewicht

b�n; k; s; q� � q kÿ1�b�nÿ 1; kÿ 1; s; q� � �1� s�b�nÿ 1; k; s; q�
� sb�nÿ 1; k� 1; s; q�� �5�

mit den Randbedingungen

b�0; k; s; q� � �0;k und b�n; 0; s; q� � �n;0:
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Sei nunC(n, s, q) :� b(n,1, s, q) fÏr n> 0 undC(0, s, q)� 1.Danngiltwegen
(3)

C�n� 1; s; q� � b�n� 1; 1; s; q� � �1� s�b�n; 1; s; q� � sb�n; 2; s; q�

� C�n; s; q� � sC�n; s; q� � s
Xn
i�0

b�nÿ i; 1; s; q� b�i; 1; s; q�qi

� C�n; s; q� � sC�n; s; q� � s
Xnÿ1
i�1

b�nÿ i; 1; s; q�b�i; 1; s; q�qi

� C�n; s; q� � s
Xnÿ1
i�0

C�nÿ i; s; q�C�i; s; q�qi �6�

DieC(n, s, q) sind also imwesentlichen die Polya-Gessel'schen q-Catalan-
zahlen 1,1,1+ s,1+ 2s+ qs+ s2,1 + 3s+2qs� q2s+3s2,. . . (vgl. [7]).
FÏr die erzeugende Funktion

C�t� :�
X1
n�0

C�n; s; q�tn

ergibt sich daraus

C�t� � 1� tC�t� � stC�t��C�qt� ÿ 1�:
FÏr q�1und z (t )�C(t )ÿ 1 reduziert sich das auf

z�t� � t�1� z�t���1� sz�t��:
Aus der Formel von Lagrange ergibt sich daher diewohlbekannte Formel

C�n; s; 1� � 1
n

Xn
i�0

�
n
i

��
n

i � 1

�
si:

FÏr s�1 ergibt sich schlieÞlich die klassische Catalanzahl

C�n; 1; 1� � 1
n� 1

�
2n
n

�
:

In [1] hat M. Aigner eine einfache elementare Methode angegeben, um
die Determinanten der Hankelmatrizen

Hh
n �

Ch Ch�1 Ch�2 . . . Ch�nÿ1
Ch�1 Ch�2 Ch�3 . . . Ch�n
Ch�2 Ch�3 Ch�4 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

Ch�nÿ1 . . . . . . . . . . . .

0BBBB@
1CCCCA �7�
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fÏr h� 0,1,2 und andere damit verwandte Matrizen zu berechnen. Ich
mÎchte zunÌchst einen anderen Zugang zu derartigen Resultaten geben
und dann mittels einerVariante des Rota'schen Finite Operator Calculus
(vgl. [10]) ein paar ,,natÏrliche`̀ q-Analoga der Catalan- undMotzkinzah-
len angeben und fÏr diese analogeDeterminanten berechnen. Nach einer
persÎnlichen Mitteilung von C. Krattenthaler lassen sich fast alle dieser
Hankeldeterminanten auch auf rein kombinatorischemWeg aus einem
Resultat von Gessel undViennot [8] Ïber nichtÏberschneidende Gitter-
wege imR2 beweisen.WÌhrend diese Methode im Fall q�1einfacher als
die hier vorgeschlageneMethode ist und auch allgemeinere Resultate lie-
fert, ergeben sich fÏr allgemeines q damit nur Rekurrenzrelationen, wÌh-
rend die hier betrachtete Methode explizite Formeln liefert.
Nach den obigen �Uberlegungen ist fÏr s�1

z�t� �
X1
n�1

Cn

�
z�t�

�1� z�t��2
�n

und daher

1� z�t� �
X1
n�0

Cn

�
z�t�

�1� z�t��2
�n

:

�8�

Sei nun� der Di¡erenzenoperator undE derVerschiebungsoperator auf
dem Vektorraum der Polynome, de¢niert durch Ef (x)� f (x+1) und
� f (x)� f (x+1)ÿ f (x). Dann ergibt sich aus (8), daÞ fÏr den identischen
Operator I auf demVektorraum der Polynome die IdentitÌt

I �
X1
k�0

CkE
ÿ2kÿ1�k �9�

erfÏllt ist.
Wir wenden diese bei festem n�1 auf die Polynome

fl�x� � Elÿ1
�
x� l ÿ 1
n� l ÿ 1

�
�
�
x� 2l ÿ 2
n� l ÿ 1

�
; l � 0; 1; . . . ; n; �10�

an und erhalten

fl�x� �
�
x� 2l ÿ 2
n� l ÿ 1

�
�
X

Ck

�
x� 2l ÿ 2kÿ 3
n� l ÿ kÿ 1

�
�
Xnÿ1
j�0
�ÿ1�nÿjÿ1Cl�j

�
x� n� j ÿ 1

2j � 1

�
Dazu Ìquivalente Formelnwurden auf anderemWeg auch in [9] bewiesen
und dort ,,Jonah's theorem`̀ genannt.
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Daraus folgt

fl�1� �
Xnÿ1
j�0

bjCl�j mit �11�

bj � �ÿ1�n�j�1
�

n� j
2j � 1

�
: �12�

Nun ist
f0�1� � �ÿ1�nÿ1 �13�

fl�1� � 0; l � 1; . . . ; nÿ 1; und �14�
fn�1� � 1: �15�

Das bedeutet daÞ (ÿ1)nÿ1 (b0 , . . . , bnÿ1) die erste Zeile der Inversen der
Matrix H 0

n ist und daÞ (b0 , . . . , bnÿ1) die letzte Zeile der Inversen
der MatrixH1

n ist.
Aus der Cramer'schen Regel ergibt sich somit

detH2
nÿ1

detH0
n
� b0

f0�1� �
�
n
1

�
; �16�

detH1
nÿ1

detH0
n
� bnÿ1

f0�1� � 1; �17�

detH1
nÿ1

detH1
n
� bnÿ1

fn�1� � 1; �18�

detH2
nÿ1

detH1
n
� b0

fn�1� �
�
n
1

�
: �19�

Somit erhalten wir die bekannten Resultate det H0
n � detH1

n � 1
und det H2

n � n� 1.
Im Fall der q-Analoga gehen wir ein wenig anders vor: Um nicht Tri-

vialitÌtenwiederholen zumÏssen, verwendenwir im folgendenTermino-
logie und einfache Resultate von [3] bzw. [6]. Insbesondere bedeute
�nk� � �qn ÿ 1� � � � �q nÿk�1 ÿ 1�=�q k ÿ 1� � � � �q ÿ 1�den qÿ Binomialk-
oe¤zienten, ein Ausdruck der Gestalt f �x� �P ak�q�q�k2�

�
x
k

�
werde

q-Polynom genannt, Ef (x) = f (x+1) sei derVerschiebungsoperator auf
den q-Polynomen, " der lineare Operator mit "�xn� � qn�xn� und � der q-
Di¡erenzenoperator, der durch �q�

n
2��xn� � q�

nÿ1
2 �� xnÿ1� eindeutig de¢niert

ist.Wegen
�
x�1
n

� � � xn �� qxÿn�1
�

x
nÿ1
�
gilt �f �x� � f �x�1�ÿf �x�

qx fÏr alle
q-Polynome.
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Es gilt dann Eÿ1�
�
x�nÿ1

n

� � � x�nÿ2nÿ1
�
, E= "(1+�), �"= q "�, sowie�ÿx

n

�
� �ÿ1�nqÿnxÿ

ÿ
n
2

��
n� xÿ 1

n

�
und

�

�
x� kÿ 1

k

�
�
X

qkÿiÿ1
�
x� kÿ i ÿ 2
kÿ i ÿ 1

�
:

Wir ordnen nun jeder durch (2) de¢nierten Matrix eine Folge von q-
Polynomen Gn(x, q) zu durch

Gn�x; q� :�
Xn
k�0

a�n; k�q
ÿ
k
2

��
x
k

�
: �20�

Diese erfÏllen G0 (x, q) = 1, Gn(0,q) = �n,0 und

�Gn�x; q� �
�X

u

w�u�"
�u����u��1
�
Gnÿ1�x; q�: �21�

AuÞerdem ist

Gn�1; q� :�
Xn
k�0

a�n; k�q
ÿ
k
2

��
1
k

�
� a�n; 1� f�ur n > 0: �22�

Denn der Koe¤zient von q
ÿ
kÿ1
2

��
x

kÿ1
�
ist links a(n, k) und wegen

"
���1q
ÿ
k
2

��
x
k

� � q
�kÿ�ÿ1�q
ÿ
kÿ�ÿ1

2

��
x

kÿ�ÿ1
�

rechts
P

u w�u�q
�u��kÿ1�

a�nÿ 1; k� ��u��.
Bezeichnet man also mit K den Operator

K �
�X

u

w�u�"
�u����u��1
�ÿ1

�; �23�

so gilt

KGn�x; q� � Gnÿ1�x; q�: �24�
Im Fall (5), d.h. fÏr a(n, k) = b(n, k, s, q), nennen wir die entsprechenden
q-PolynomeAn(x, s, q).
Ist 
(u) = 1 fÏr jedes u, so ist

Kn � qÿ
ÿ
n
2

�
"ÿn
�X

w�u��
��u��1

q��u��1

�ÿ1
� � ��X

w�u� ���u��1

q���u��1�n

�ÿ1
�n und
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daher gibt es eine eindeutig bestimmte Entwicklung der Gestalt
� �P1k�1 sk"kKk.Wendet man diese OperatoridentitÌt fÏr q-Polynome
auf Gn(x, q) an, so ergibt sich

�Gn�x; q� �
X

sk"
kGnÿk�x; q� und daher

sn � �Gn�x; q�jx�0 � a�n; 1�:
Wir erhalten somit alsVerallgemeinerung von (9) die Formel

� �
X1
k�1

a�k; 1�"kKk: �25�

Es ist klar, daÞ jedes q-Polynom auch eine eindeutige Darstellung der
Gestalt �akGk (x, q) besitzt.
Mit Hilfe der q-PolynomeAn(x, s, q) kÎnnenwir auch zeigen, daÞ die

in [5] eingefÏhrtenq-Catalanzahlen cn(q)mitdenC(n,1, q) Ïbereinstimmen.
Zu diesem Zweck schreibenwirAn (x, s, q) in der Gestalt

An�x; s; q� �
Xn
k�0

c�n; k; s; q�
�
x� kÿ 1

k

�
:

Dann ist (5) Ìquivalent mit

c�n; k; s; q� � c�nÿ 1; kÿ 1; s; q� � q kÿ1s
Xnÿkÿ1
i�0

c�nÿ 1; k� i; s; q�:

�26�
Das ergibt sich sofort durch Koe¤zientenvergleich, wenn man beachtet,
daÞ

�

�
x� kÿ 1

k

�
�
X

qkÿiÿ1
�
x� kÿ i ÿ 2
kÿ i ÿ 1

�
ist:

Denn aus Eÿ1�Gn (x, s, q) = (1�s�)Gnÿ1(x, s, q) folgtX
c�n; k; s; q�

�
x� kÿ 2
kÿ 1

�
�
X

c�nÿ 1; kÿ 1; s; q�
�
x� kÿ 2
kÿ 1

�
� s
X

c�nÿ 1; kÿ 1; s; q�
X

qkÿiÿ1
�
x� kÿ i ÿ 2
kÿ i ÿ 1

�
Das liefert den folgenden
Satz 1. Betrachtetman diepositiven Gitterwege im R2, die von (0,0) nach (n, k) gehen
mit Aufstiegen (1,1) der HÎhe1und Abstiegen (1,ÿi ) beliebiger HÎhe i,i=0,1,2,. . .
und ordnetman einemGitterweg � das Gewicht

w�v� :� s lq�1������l ; �27�
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zu wobei l die Anzahl der Abstiege des Weges bedeutet und �i+1 die HÎhe des End-
punktes des i-ten Abstiegs ist, dann ist das Gewicht der Menge dieser Gitterwege von
(0,0) nach (n, k) gegeben durch

c�n; k; s; q� � c�nÿ 1; kÿ 1; s; q� � qkÿ1s
Xnÿkÿ1
i�0

c�nÿ 1; k� i; s; q�

mitdenRandbedingungen c(0, k, s, q) = �0,k und c (n, 0, s, q) = �n, 0 und erfÏlltXn
k�0

c�n; k; s; q�
�
x� kÿ 1

k

�
� An�x; s; q�:

Speziell ergibtsich

c�n� 1; 1; s; q� � s
X

c�n; i; s; q� � sAn�1; s; q� � sC�n; s; q�: �28�
Ersetzt man nun jeden Abstieg der HÎhe i durch einen Aufstieg gefolgt
von i+1Abstiegen der HÎhe1, sowird jedem ursprÏnglichen Gitterweg
von (0,0) nach (n, 1) ein positiver Gitterweg von (0,0) nach (2nÿ1,1) mit
Auf- und Abstiegen der HÎhe 1, also ein Catalanweg, zugeordet. Jedem
Abstieg derHÎhe i des ursprÏnglichenWegeswird dabei ein absteigender
Weg bestehend aus i+1Abstiegen der HÎhe 1des neuenWeges zugeord-
net. Der Endpunkt eines derartigen absteigendenWeges liegt auf dersel-
ben HÎhe wie der Endpunkt des entsprechenden Abstieges des alten
Weges. Somit fÌllt c(n, 1, s, q) mit demGewicht aller positiven Gitterwege
von (0,0) nach (2nÿ1,1) mit Auf- und Abstiegen der HÎhe 1 zusammen,
wobei jedes ,,Tal̀ `das Gewicht q�s besitzt, wobei �+1die HÎhe desTales
ist und zusÌtzlich der Endpunkt mit demGewicht s aufscheint. LÌÞtman
das Gewicht des Endpunktes weg und betrachtet man die Ïbliche Zerle-
gung der Catalanwege in den erstenWeg, der wieder auf die HÎhe 1 zur-
Ïckkehrt und den Restweg, so ist klar, daÞ

C�n; s; q� � C�nÿ 1; qs; q� � s
Xnÿ2
i�0

C�i; qs; q�C�nÿ 1ÿ i; s; q�;

C�0; s; q� � 1

�29�

gilt. Das ist eine weitere wohlbekannte Charakterisierung der Polya-
Gessel'schen q-Catalanzahlen C(n, s, q) (vgl. z.B. [7]).
Sei nunHn(k, q) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (2n+ k, k)

mit genau n Abstiegen der HÎhe 1. Ordnet man einem Gitterweg � das
Gewicht

w��� :� q�1������n
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zu, wobei �i�1 die HÎhe des Endpunktes des i-ten Abstiegs ist, dann
gilt

Hn�k; q� � Hn�kÿ 1; q� � qkÿ1Hnÿ1�k� 1; q�
oder anders ausgedrÏckt

�Hn�x; q� � E2Hnÿ1�x; q� und Hn�0; q� � �n;0:
WegenE2 = "(1 +�) "(1+�)� "2(1+�+ q�+ q�2) liefert einVerglei-
ch mit (21), daÞ

Hn�x; q� �
X

b�n; k; q; q2�q
ÿ
k
2

��
x
k

�
und daher

Hn�1; q� � C�n; q; q2� ist:
Auch hier gilt wie bei (3)

Hn�k� l; q� �
X
i

Hi�k; q�Hnÿi �l; q�qli;

weil beim Restweg jeder der i Abstiege um l Einheiten nach oben
verschobenwird.
Somit ist

Hn�1�1; q� � Hn�1�0; q� �Hn�2; q� �
Xn
i�0

Hi�1; q�Hnÿi�1; q�qi:

Setzt manHn(1,q) =Cn(q), so gilt also

Cn�1�q� �
Xn
k�0

qkCk�q�Cnÿk�q�;C0�q� � 1: �30�

Das ist die de¢nierende Gleichung der Carlitz' schen q-Catalanzahlen
1,1,1�q, 1 + 2q+ q2� q3, 1 + 3q+3q 2 + 3q3 + 2q4 + q5 + q6,. . . .Wir erhal-
ten also das wohlbekannte Resultat (vgl. [7]), daÞ

Cn�q� � C�n; q; q2� ist:
Betrachtet man die Entwicklung

Hn�x; q� �
X

d�n; k�
�
x� kÿ 1

k

�
; so ist

Eÿ1�Hn�x; q� � EHnÿ1�x; q� �
X

d�nÿ 1; l�
�
x� l
l

�
:
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Aus
�
x�n
n

� �P q nÿk� x�nÿkÿ1
nÿk

�
ergibt sich daher

Eÿ1�Hn�x; q� �
X

d�nÿ 1; l�
X

qlÿi
�
x� l ÿ i ÿ 1

l ÿ i

�
:

Koe¤zientenvergleich liefert

d�n; k� � qkÿ1
X
l�kÿ1

d�nÿ 1; l�:

Daher ist
Cn�q� � Hn�1; q� �

X
d�n; k�:

Das ergibt
Satz 2. Ordnetman einemGitterweg v von (0,0) nach (n, k) mitAufstiegen (1,1) der
HÎhe 1 und Abstiegen (1,ÿi ) beliebiger HÎhe i, i=0,1,2,. . . das Gewicht
w�v� :� q�1������nzu, dann ist das Gesamtgewicht aller Wege von (0,0) nach (n,1)
gegeben durch die Carlitz'sche q-Catalanzahl Cnÿ1(q).

Setzt man Bn�x; q� � qn�
ÿ
x
2

�
Hn�x; q�, so gilt

Bn�k; q� � qkÿ1Bn�kÿ 1; q� � Bnÿ1�k� 1; q�:
De¢niert man daher das Gewicht eines Catalanweges durch q��i , wobei
� i+1die HÎhe des Endpunktes des i-ten Aufstieges ist, so ergibt sich fÏr
das Gesamtgewicht der Catalanwege qnCn(q).

Setzt manDn�x; q� � qn�
ÿ
x
2

�
Hn�x; q 2�, so gilt

Bn�k; q� � q kÿ1Bn�kÿ 1; q� � q kÿ1Bnÿ1�k� 1; q�:
De¢niert man daher das Gewicht eines Catalanweges durch q��i , so
ergibt sich fÏr das Gesamtgewicht der Catalanwege q nCn�q2�.
Sei nun T der lineare Operator auf den q-Polynomen, der durch

Tq
ÿ
k
2

��
x
k

� � q
ÿ
k�1
2

��
x

k�1
�
de¢niert ist und o¡ensichtlich �T= I, sowie

T�
�

x
k�1
� � � x

k�1
�
; k � 0 erfÏllt. Sei K ein Operator der Gestalt

K= (a"�+ b"��+ c"��2)ÿ1� und Bn(x) die durch (20) de¢nierten q-
Polynome mit KBn=Bnÿ1.
Dann ist

T�a"� � b"��� c"��2�Bn � T�a"� � b"��� c"��2�KBn�1 � Bn�1:

Sei nun

fn;1�x� :� q
ÿ
n
2

��
x
n

�
�
Xnÿ1
j�0

bn; jBj�1; n � 1: �31�
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Dann ist

fn;l�x� :� �T�a"� � b"��� c"��2��lÿ1q
ÿ
n
2

��
x
n

�
�
Xnÿ1
j�0

bn; jBj�l ; 0 � l � n:
�32�

Nun ist

T�a"� � b"��� c"��2�q
ÿ
n
2

��
x
n

�
�

� aq�nq
ÿ
n�1
2

��
x

n� 1

�
� bq ��nÿ1�q

ÿ
n
2

��
x
n

�
� cq��nÿ2�q

ÿ
nÿ1
2

��
x

nÿ 1

�
eine Linearkombination von

�
x

nÿ1
�
,
�
x
n

�
,
�

x
n�1
�
und daher ist fÏr l�1

T�a"� � b"��� c"��2��l� xn � eine Linearkombination von
�

x
nÿl
�
,�

x
nÿl�1

�
; . . . ;

�
x
n�l
�
.

Daher gilt
fn;l�1� � 0; 1 � l � nÿ 1: �33�

AuÞerdem folgt daraus

fn;n�1� � c nÿ1q��
nÿ1
2 � �34�

Vergleicht man die Koe¤zienten von Bn+1 in T�a"� � b"��
� c"��2�fn;1�x� � fn;2�x�, so ergibt sich bn;nÿ1 � aq�nbn�1;n. Wegen
B1�x� � a

�
x
1

�
ist daher

bn;nÿ1 � 1

anq �
ÿ
n
2

� : �35�

Beim Vergleich der Koe¤zienten von B1 in T�a"� � b"���
c"��2�fn;1�x� � fn;2�x� ergibt sich die Rekurrenz 0 � aq�nbn�1;0�
bq��nÿ1�bn;0 � cq��nÿ2�bnÿ1;0, aus der man bn,0 berechnen kann.Wir wollen
aber fÏr die uns interessierenden SpezialfÌlle eine explizite Formel
ableiten. Dazu de¢nieren wir noch fn;0�x� :� �a"� � b"��� c"��2�ÿ1
�fn;1�x�. Im Fall

K � Eÿ1�1� s��ÿ1� � �1���ÿ1 1� s�
q

� �ÿ1
"ÿ1�
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ergibt sich

fn;0�x� � �1� s��ÿ1q
ÿ
nÿ1
2

��
xÿ 1
nÿ 1

�
�
Xnÿ1
i�0
�ÿ1�isi�iEÿ1q

ÿ
nÿ1
2

��
x

nÿ 1

�
�

�
Xnÿ1
i�0
�ÿ1�isiqÿiEÿ1q

ÿ
nÿiÿ1

2

��
x

nÿ i ÿ 1

�
und daher

fn;0�1� �
Xnÿ1
i�0
�ÿ1�isiqÿi�

ÿ
nÿ1ÿi

2

��
0

nÿ i ÿ 1

�
� �ÿ1�nÿ1

�
s
q

�nÿ1
:

Hier ist

bn;0 � f0�0� �
Xnÿ1
i�0
�ÿ1�isiqÿiq

ÿ
nÿ1ÿi

2

�� ÿ1
nÿ i ÿ 1

�
�

�
Xnÿ1
i�0
�ÿ1�isiqÿiq

ÿ
nÿ1ÿi

2

�
�ÿ1��nÿiÿ1�

qÿ�nÿiÿ1�ÿ
ÿ
nÿ1ÿi

2

��
nÿ i ÿ 1
nÿ i ÿ 1

�
�

� �ÿ1�nÿ1qÿn�1
Xnÿ1
i�0

si

und nach (35) gilt

bn;nÿ1 � qÿ
ÿ
n
2

�
: �36�

Jetzt liefert dieselbe �Uberlegung wie oben

detH2
nÿ1

detH0
n
� bn;0

fn;0�1� �
1� s � s 2 � � � � � s nÿ1

snÿ1
; �37�

detH1
nÿ1

detH0
n
� bn;nÿ1

fn;0�1� �
1

q
ÿ
nÿ1
2

�
s nÿ1

; �38�

detH1
nÿ1

detH1
n
� bn;nÿ1

fn;n�1� �
1

q �nÿ1�
2
s nÿ1

; �39�

detH2
nÿ1

detH1
n
� bn;0

fn;n�1� �
1� s � � � � � s nÿ1

q
ÿ
n
2

�
s nÿ1

: �40�
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Daraus ergibt sich der
Satz 3. Sei (C(n, s, q)) die Folge der Polya-Gessel-Catalanzahlen, die durch
C(0, s, q)� 1und die Rekursion

C�n� 1; s; q� � C�n; s; q� � s
Xnÿ1
i�0

C�nÿ i; s; q�C�i; s; q�qi

de¢niert ist. Dann haben die Hankelmatrizen Hh
n�s; q� � �C�i � j � h; s; q�nÿ1i; j�0

die folgendenDeterminanten:

detH0
n �s; q� � s

ÿ
n
2

�
q1

2�22�����nÿ1�2ÿ
ÿ
n
2

�
�41�

detH1
n �s; q� � s

ÿ
n
2

�
q1

2�22������nÿ1�2 �42�

detH2
n �s; q� � s

ÿ
n
2

�
q1

2�22�����n2ÿ
ÿ
n�1
2

�
�1� s � s2 � � � � � sn� �43�

Speziell ergeben sich fÏrdie Carlitz'schen q-Catalanzahlen C(n, q, q2 ) dieWerte

detH0
n �q; q2� � q2�1

2�22�����nÿ1�2�ÿ
ÿ
n
2

�
detH1

n �q; q2� � q2�1
2�22������nÿ1�2��

ÿ
n
2

�
und

detH2
n �q; q2� � q2�1

2�22������nÿ1�2��3
ÿ
n
2

�
�n� 1�:

Nunwollenwir noch dieselbeMethode auf zwei q-Analoga derMotzkin-
zahlen anwenden.
Wir betrachten zuerst die in [6] betrachteten q-Motzkinzahlen. Sei
(d (n, k, s)) die Matrix mit d (n, 0, s)� �n,0, d (0, k, s)� �0,k und
d�n; k; s� � qkÿ1�d�nÿ 1; kÿ 1; s� � d�nÿ 1; k; s� � sd�nÿ 1; k� 1; s��:

�44�
Dann gibt d (n, k, s) das Gewicht aller positiven Gitterwege imR2 an, die
von (0,0) nach (n, k) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zurÏckkehren
mit Aufstiegen (1,1) der HÎhe 1 und Abstiegen (1,0) der HÎhe 0 sowie
(1,ÿ1) derHÎhe1.Wir ordnen dabei jedemAufstieg undAbstiegderHÎhe
0 dasGewicht1und jedemAbstiegderHÎhe1dasGewichts zu. Sei�i+1
die HÎhe des Gitterweges nach dem i-tenWegstÏck. Dann de¢nierenwir
das Gewicht eines Gitterweges � wieder durch

w�v� :� slq�1������n ; �45�

Operatormethoden fÏr q-Identita« tenVII 135



wobei l die Anzahl der Abstiege der HÎhe 1desWeges bedeutet.
Unter der q-Motzkinzahl Mn(q) verstehen wir wie in [6] das Gewicht

Mn(q)� d (n+1,1,1) der Motzkinwege mit s�1. Allgemein sei
Mn(s, q)� d(n+1, s,1).
Sei nun

Dn�x; 1; s; q� �
Xn
k�0

d�n; k; s�q
ÿ
k
2

��
x
k

�
�46�

und

Dn�1; 1; s; q� � Mnÿ1�s; q�: �47�
Dann folgt zunÌchst aus (25)

� �
X
k�1

Mkÿ1�s; q�"kKk und daher

�Dn�1�1� �
Xn
k�0

Mk"
k�1Dnÿk�1�

� Mn �
Xnÿ1
k�0

qk�1Mk�s; q�Mnÿkÿ1�s; q�:

Die linke Seite ist

d�n� 1; 1; s� � d�n� 2; 1; s� ÿ d�n� 1; 1; s�
s

:

Daher ergibt sich schlieÞlich

Mn�1�s; q� � Mn�s; q� � s
Xnÿ1
k�0

q k�1Mk�s; q�Mnÿkÿ1�s; q�: �48�

Das ergibt die Folge

1; 1; 1� qs; 1� 2qs � q2s; 1� 3qs � 2q2s � q3s � q2s2 � q4s2; . . . :

FÏr die in (32) de¢nierten Funktionen fn, l (x) gilt also hier

fn;l�1� � 0; 1 � l � nÿ 1;

fn;n�1� � snÿ1q�
nÿ1
2 � und

bn;nÿ1 � qÿ�
n
2�
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Wegen

fn;0�x� � �1��� s�2�ÿ1"ÿ1�q�
n
2� x

n

� �
�

� qÿ�nÿ1�
X
�ÿ1�i�i

X i

j

� �
s j� jq�

nÿ1
2 � x

nÿ 1

� �
�

�
XX

j

�ÿ1�kÿj kÿ j

j

� �
qÿ�nÿ1���

nÿ1ÿk
2 � x

nÿ 1ÿ k

� �
ist

bn;0 � �ÿ1�nÿ1qÿ�nÿ1�
X
j�0
�ÿ1� j nÿ 1ÿ j

j

� �
s j:

Somit ergeben sich fÏr die Hankelmatrizen Kh
n � �Mi�j�h�s; q��nÿ1i; j�0 die

Formeln

K0
nÿ1
K0
n
� bn;nÿ1

fn;n�1� �
1

q�nÿ1�
2
snÿ1

�49�

und

K1
nÿ1
K0
n
� �ÿ1�

nÿ1bn;0
fn;n�1� � qÿ�

n
2�sÿ�nÿ1�

X
j�0
�ÿ1� j nÿ 1ÿ j

j

� �
s j: �50�

Daraus ergibt sich schlieÞlich

Satz 4. Seien Mn(s, q) die gewichteten q-Motzkinzahlen, dann haben dieHankelmatri-
zen Kh

n�s; q� � �Mi�j�h�s; q��nÿ1i; j�0 die folgendenDeterminanten:

detK0
n �s; q� � s�

n
2�q1

2�22�����nÿ1�2 �51�
und

detK1
n �s; q� � s�

n
2�q1

2�22������nÿ1�2��n2�
X
j�0
�ÿ1� j nÿ j

j

� �
s j: �52�

Nun wollen wir noch eine andere Klasse von q-Motzkinzahlen betrach-
ten, die sich auch auf natÏrliche Weise mittels der Operatormethode
ergibt.
Dazu de¢nieren wir die q-Polynome Fn(x) durch

Fn�x� �
X

f �n; k; t�q�k2� x
k

� �
�53�
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mit

�Fn�x� �
�
tE� 1

q
�2

�
Fnÿ1�x� �

�
t"� t"�� 1

q
�2

�
Fnÿ1�x�:

�54�
Dann ist also

f �n; k; t� � qkÿ1tf �nÿ 1; kÿ 1; t� � qkÿ1tf �nÿ 1; k; t�
� 1
q
f �nÿ 1; k� 1; t�:

Hier werden also dieAufstiege unddie horizontalenAbstiege ausgezeich-
net, mit dem Gewicht t versehen und mit der HÎhe ihrer Endpunkte
gewichtet. Die Abstiege der HÎhe 1 haben das Gewicht (1/q) und ihre
Endpunkte tragen nichts zum Gesamtgewicht bei.
Es ist wieder klar, daÞ die Formel

f �n; k� l; t� �
X

f �nÿ i; k; t� f �i; l; qkt�
erfÏllt ist.
Wir setzen nun mnÿ1(t, q) :� f (n,1, t)� Fn(1). Dann ist

mn�1�t; q� � f �n� 2; 1; t� � tf �n� 1; 1; t� � 1
q
f �n� 1; 2; t� �

� tmn�t; q� � 1
q

Xn�1
i�0

f �n� 1ÿ i; 1; t� f �i; 1; qt� �

� tmn�t; q� � 1
q

Xnÿ1
i�0

mi�qt; q�mnÿiÿ1�t; q�:

Es gilt also

mn�1�t; q� � tmn�t; q� � 1
q

Xnÿ1
i�0

mi�qt; q�mnÿiÿ1�t; q�;m0�t; q� � t:

�55�
Das ergibt die Folge

t; t 2; t 2 � t 3; 2t 3 � qt 3 � t 4; t 3 � qt 3 � 3t 4 � 2qt 4 � q 2t 4 � t 5; . . .

Wennwir wieder Fn(x) in der Gestalt

Fn�x� �
X

g�n; k� x� kÿ 1
k

� �
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schreiben, so ist

Eÿ1�Fn�x� �
X

g�n; k� x� kÿ 2

kÿ 1

� �
� �t ��Eÿ1��Fnÿ1�x� �

� tFnÿ1�x� �
X

g�nÿ 1; l�
X

qlÿiÿ2
x� l ÿ i ÿ 3

l ÿ i ÿ 2

� �
und daher durch Koe¤zientenvergleich

g�n; k� � tg�nÿ 1; kÿ 1� � qkÿ1
X
i�0

g�nÿ 1; k� i � 1�

mit g�n; 0� � �n;0 und g�0; k� � �0;k:
Daher ist g (n, k) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (n, k) mit
beliebigen Abstiegen, aber ohne horizontale WegstÏcke, wobei wieder
nur die Endpunkte der Abstiege zu berÏcksichtigen sind und die Auf-
stiege das Gewicht t haben.
FÏrdieMotzkinzahlenmn(t, q) :� f (n�1,1, t)�Fn�1(1) ergibt sichdaher

mn�t; q� � Fn�1�1� �
X
i�0

g�n� 1; k� i � 1� � g�n� 2; 1� � g�n� 1; 1�:

Sie zÌhlen daher alle Gitterwege der LÌnge n�1 ohne horizontaleWeg-
stÏcke, wobei das Gewicht einesWeges durch

w�v� � t`q
P

�i

gegeben ist, wobei 1dieAnzahl derAufstiege bedeutet und �i die HÎhen
der Endpunkte der Abstiege sind.
Ordnet man wieder jedem Abstieg der HÎhe i,i�1, einen Aufstieg,

gefolgt von i�1 Abstiegen zu, so zÌhlt g (n� 2,1) die Catalanwege von
(0,0) nach (2n� 3,1) ohne isolierteAbstiege, d.h. wo jederAbstieg entwe-
der als VorgÌnger oder Nachfolger wieder einen Abstieg hat und
g (n�1,1) zÌhlt analog dieselbe Art von Catalanwegen von (0,0) nach
(2n�1,1). FÏgtman an einen solchenWeg noch einenAufstieg und einen
Abstieg an, so zÌhlen beide zusammen gerade alle Catalanwege von (0,0)
nach (2n� 3,1) ohne ,,seichteTÌler`̀, d.h. ohneTÌler, wo nur ein einzelner
Abstieg vor dem nÌchsten Aufstieg vorhanden ist, mit dem Gewicht
t `q��i , wobei die � i�1 die HÎhen derTÌler sind und ` die Anzahl der
Aufstiege minus der Anzahl der maximalen absteigendenWege ist. Diese
Catalanwege entsprechen den ,,steilen DyckwÎrterǹ ` in derTerminologie
von [2].
Sei nun fn;l�x� �

�
T
ÿ
tE� 1

q �2
��lÿ1

q�
n
2� x

n

� �
; 0 � l � n:
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Schreiben wir fn;l � q �
n
2� x

n

� �
in der Gestalt

fn;l � q�
n
2� x

n

� �
�
Xnÿ1
i�0

bn;iFi�1;

dann ist

fn;l �
Xnÿ1
i�0

bn;iFi�l ; 0 � l � n:

Nun gilt wie oben
fn;l�1� � 0; 1 � l � nÿ 1;

fn;n�1� � qÿ�nÿ1�

und

bn;nÿ1 � qÿ�
n
2�tÿn:

Weiters ist

fn;0�x� � 1
t

�
1��� "

ÿ1

qt
�2

�ÿ1
"ÿ1q�

nÿ1
2 � x

nÿ 1

� �
� qÿ�nÿ1�

t

X
i

�ÿ1�i
�

�� "
ÿ1�2

qt

�i

q�
nÿ1
2 � x

nÿ 1

� �
:

Wegen ("ÿ1 �2)�� q�("ÿ1 �2) ergibt sich aus dem q-binomischen
Lehrsatz (vgl. z.B. [3])

fn;0�x� � qÿ�nÿ1�

t

X
i

�ÿ1�i
X
j

i

j

� �
�iÿj

�
"ÿ1�2

qt

�j

q�
nÿ1
2 � x

nÿ 1

� �

� qÿ�nÿ1�

t

X
i

�ÿ1�i
X
j

i

j

� ��
1
qt

�j

q jÿijq
ÿ
nÿ1ÿiÿj

2

� x

nÿ 1ÿ i ÿ j

� �
:

Daher ist

bn;0 � fn;0�0� � q ÿ�nÿ1�

t

X
j

�ÿ1�nÿ1ÿj nÿ 1ÿ j

j

� �
�

1
qt

�j

q jÿ�nÿ1� j�j2 :

�56�

Somit ergeben sich fÏr die Hankelmatrizen
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Kh
n � �mi�j�h�t; q��nÿ1i; j�0 die Formeln

K0
nÿ1
K0
n
� bn;nÿ1

fn;n�1� �
1

q�
nÿ1
2 �tn

�57�

und

K1
nÿ1
K0
n
� �ÿ1�

nÿ1bn;0
fn;n�1� � q nÿ1X�ÿ1�i nÿ 1ÿ i

i

� �
q i 2
�

1
q nÿ1t

�i�1
:

�58�
Insgesamt erhalten wir den
Satz 5. Seienmn(t, q)diedurch(55)de¢niertengewichteten q-Motzkinzahlen, dannhaben
die Hankelmatrizen
Kh
n�t; q� � �mi�j�h�t; q��nÿ1i; j�0 die folgendenDeterminanten:

det K0
n �t; q� � t�

n�1
2 �q�

n
3� �59�

und

det K1
n �t; q� � t�

n�1
2 �q�

n�1
3 �q n

X
�ÿ1�i nÿ i

i

� �
qi

2

�
1
qnt

�i�1
:

�60�

Zum AbschluÞ sei noch eine kleine Modi¢kation der vorangehenden
q-Motzkinzahlen skizziert:Wir bezeichnen die entsprechenden Objekte
mit einem Querstrich.
Sei

�f �n; k; s� � �f �nÿ 1; kÿ 1; s� � �f �nÿ 1; k; s� � q ks�f �nÿ 1; k� 1; s�.
Das entspricht den q-Polynomen �F n�x� mit
� �F n�x� � �1��� qs"�2� �F nÿ1�x� und den q-Motzkinzahlen
�mn�1�s; q� � �mn�s; q� � sq

Pnÿ1
i�0 �mi�qs; q��mnÿiÿ1�s; q�; �m0�s; q� � 1;

also der Folge
1; 1; 1� qs; 1� 3qs; 1� 6qs � q2s2 � q3s2; 1� 10qs � 5q2s2 � 5q3s2; . . . :
Hier zeigt man ganz analog, daÞ

det �K0
n �s; q� � s�

n
2�q�

n�1
3 �

und

det �K1
n �s; q� � s�

n
2�q�

n�1
3 �
X
�ÿ1�i nÿ i

i

� �
q i

2
s i

gilt.
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FÏr die in [2] betrachteten q-Motzkinzahlen scheinen dagegen keine so
schÎnen Resultate zu gelten.

Bemerkung. ZumVergleich seien noch die Resultate erwÌhnt, die man
mit der Methode von Gessel-Viennot erhalten wÏrde:
FÏr

a�n; k� � aq��kÿ1�a�nÿ 1; kÿ 1� � bq��kÿ1�a�nÿ 1; k�
� cq��kÿ1�a�nÿ 1; k� 1�

liefert diese Methode fÏr die Determinanten dn;h �
det�a�i � j � h; 1�nÿ1i; j�0 die Rekurrenzen

dn;1 � ancnÿ1q��
k
2����kÿ12 �dnÿ1;1

und

dn;2 � anÿ1bcnÿ1q��
n
2����nÿ1����nÿ12 �dnÿ1;2ÿ

ÿ a2nÿ2c2nÿ2q2��
n
2��2��nÿ12 �dnÿ2;2:

Daraus lassen sich die meisten obigen Resultate ebenfalls herleiten. Im
Fall der q-Motzkinzahlen liefert (56) aber eine explizite Formel, die aus
der Rekurrenz nicht so einfach ableitbar ist.
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