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Operatormethoden fiir gq-Identititen VII:
g-Catalan-Determinanten

Von

J. Cigler

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat Klasse am 17. Juni 1999
durch das w. M. Johann Cigler)

Zusammenfasung

Mit einer Variante des Finite Operator Calculus von G.-C. Rota (vgl. [10]) ergeben sich
auf ,natirliche® Weise verschiedene q-Analoga der Catalan- und Motzkinzahlen.
AuBerdem erhilt man damit einen weiteren Zugang zur Berechnung von Hankeldetet-
minanten aus diesen Zahlen.

Wit betrachten positive Gitterwege im R, d.h. Gitterwege, die von
(0,0) nach (n, £) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zuriickkehren mit
Aufstiegen (1,1) der Hohe 1und Abstiegen (1,—7) der Hohen /= 0,1,2, .. .,
wobei es bei jedem festen 7= 0,1,2,. . . endlich viele Arten dieser Abstiege
geben kann, die man sich verschieden gefirbt vorstellen kann. Wir schrei-
ben einen solchen Gitterweg in der Form v, v, . . . v,, wobei v; = (#, B(mp),
Y(ue), @) das j-te Wegstiick der Linge 1 bedeute. Dabei ist #, = A(v)) ein
Aufstieg oder einer der gefarbten Abstiege, 3(v)) = B(ug) = —1, falls #, ein
Aufstieg ist und B(v) = B(ue) =4, falls #, ein Abstieg der Hohe 7 ist,
V() =(#e) eine ganze Zahl und o+ 1 die Hohe des Endpunktes des
Wegstiickes v;.

Wir ordnen nun jedem Aufstieg und Abstieg # ein Gewicht w ¢) zu und
definieren das Gewicht des Gitterweges v = v;0;. . ., durch

w(v) = w(A(v)))w(A(v2)) - - - w()\(v,,))qa”y(”’H"'*“”(“"). (1)
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Sei a(n, &) das Gewicht der Menge aller positiven Gitterwege von (0,0)
nach (#, £). Dann ist

a(n, k) =Y " w(n)g " Va(n — 1, k+ B(n)), (2)

mit den Randbedingungen
ﬂ(o, /é) = (507/€ und ﬂ(ﬂ, O) = 1,05

wobei # den Aufstieg und alle gefirbten Abstiege durchliuft.

Denn jeder Weg von (0,0) nach (z, 4) endet in einem Wegstiick v der
Linge 1 in der Hohe £, dessen AnfangS}()unkt der Punkt (n — 1, £+ ((v))
ist und dessen Gewicht w(v) = w()\(v))q DY) st

Ist y(#) = 1 fiir alle # so gilt auch

n

a(mk+1) = aln—i,k)a(i,))q". (3)

=0

Denn man betrachte das lingste Anfangsstiick des Weges, das auf der
Hohe £ endet. Dann hat das Reststuck dasselbe Gewicht wie ein Weg
von (0,0) nach (7, / ) rnultlphzlert mit ¢, weil er in der Hohe £ verliuft
und daher jedes ¢* durch 4 ersetzt w1rd

Als Beispiel betrachten wir das Gewicht b(, £, s, ¢) aller positiven Git-
terwege von (0,0) nach (», #) mit Aufstiegen (1,1) der Hohe 1 und zwei
verschieden gefirbten Abstiegen (1,0) der Hohe 0 sowie Abstiegen
(1,—1) der Hohe 1. Wir ordnen jedem Aufstieg und einem der horizontalen
Wegstiicke das Gewicht1und jedem anderen der beiden Abstiege, die wir
»ausgezeichnete Wegstiicke” nennen wollen, das Gewichts zu. Damit das
in das obige Schema palit, ordnen wir allen anderen moglichen Abstiegen
das Gewicht 0 zu. AuBerdem sei y(#) = 1 fiir alle #.

Dann ist das Gewicht eines Gitterweges v durch

w( ) —j/qO”Jr +a,, (4)

gegeben, wobei / die Anzahl der ausgezeichneten Wegstlicke bedeutet.
In diesem Fall ergibt sich fiir das Gewicht

b(%,é,;’q) = qkfl(b(ﬂ— 1,k — l,x,q) + (1 —l—x)b(ﬂ— 1,k,x,q) (5)
+Ib(”_17/é+1,‘f’q))

mit den Randbedingungen
b(0, £, 5,q) = 6o und b(n,0,s,9) = 6,0.
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Seinun C(n, s, q) = b(n,1, 5, ¢) fiir n > 0 und C(0, 5, ) = 1. Dann gilt wegen
©)
Clnt1,5,9) =bn+1,1,5,9) = (L +5)b(n,1,5,9) + sb(n,2,5,9)

n

= C(n,s5,9) + sC(n,s5,q) +§Z[7(ﬂ —i1,5,9)b(i,1,5,9)q'
=0
n—1 )
= C(n,5,9) +sC(n,5,q) + fzb(” —i,1,5,9)b(i,1,5,9)¢
=1

7

—_

n—

:C(”,J,Q)WLS C(”_Z.afaQ)C(Z-wf’q)qi (6)

7

Il
<}

Die C(n, 5, g) sind also im wesentlichen die Polya-Gessel’ schen gq-Catalan-
zahlen L1 +5,1+ 25+ g5 + S+ 35+ 2gs5 + qzx +342. .. (el [7])-
Fir die erzeugende Funktion
o0

C2):=>_Clns,q)

=0
ergibt sich daraus
C(2) =1+ 1C(2) + s1C(2)(C(g2) — 1).
Furg=1und g (#) = C(#) — 1 reduziert sich das auf
(1) = 11 +32(1))(1 +52())-

Aus der Formel von Lagrange ergibt sich daher die wohlbekannte Formel

=15 (),

Fir s =1 ergibt sich schlieflich die klassische Catalanzahl

1 2n
C(ﬂ,l,1):”+l L)

In [1] hat M. Aigner eine einfache elementare Methode angegeben, um
die Determinanten der Hankelmatrizen

G Gy Cua oo Cppp
Ci1 Gz Gz oo Cyyy
n

H =] Ci Cus Cpua o ... (7)

C/?+ﬂ— 1
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fur h=0,1,2 und andere damit verwandte Matrizen zu berechnen. Ich
mochte zunichst einen anderen Zugang zu derartigen Resultaten geben
und dann mittels einer Variante des Rota’schen Finite Operator Calculus
(vgl. [10]) ein paar ,natiirliche” g-Analoga der Catalan- und Motzkinzah-
len angeben und fiir diese analoge Determinanten berechnen. Nach einer
personlichen Mitteilung von C. Krattenthaler lassen sich fast alle dieser
Hankeldeterminanten auch auf rein kombinatorischem Weg aus einem
Resultat von Gessel und Viennot [8] iber nichtiiberschneidende Gitter-
wege im R” beweisen. Wihrend diese Methode im Fall =1 einfacher als
die hier vorgeschlagene Methode ist und auch allgemeinere Resultate lie-
tert, ergeben sich fir allgemeines ¢ damit nur Rekurrenzrelationen, wih-
rend die hier betrachtete Methode explizite Formeln liefert.

Nach den obigen Uberlegungen ist fiir s =1

= N —?(l‘) ' und daher
=26 igy) e .

) 2 <1+z (1)” >

Sei nun A der Differenzenoperator und E der Verschiebungsoperator auf
dem Vektorraum der Polynome, definiert durch Ef(x)=f(x+1) und
A f(x) = f(x + 1) — f(x). Dann ergibt sich aus (8), daB3 fiir den identischen
Operator I auf dem Vektorraum der Polynome die Identitit

=) GE>*'Af (9)
£=0

erfullt ist.
Wir wenden diese bei festem 7 > 1 auf die Polynome

+/—1 x+2/—2
— g - /=0,1,... 10
Ji(x) (n—l—/—l) (ﬂ+/—1 >’ T o (10)
an und erhalten
x+2/—-2 x+2/—2k£—3
pr— pr— C‘
Ji) <n+/—1> 2. ’“< ntl—k—1 )
n—1 .
—1
_ (_1);1 —j— 1C/+j<x+”_+] >
5+

Dazu dquivalente Formeln wurden auf anderem Weg auch in [9] bewiesen
und dort ,, Jonah’s theorem” genannt.
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Daraus folgt »
fi(1) = ;@Cw mit (11)
b= (=) (;ijl) (12)

Nun ist
fo(1) = (=1 (13)
f(1)=0,/=1,...,n—1, und (14)
H(1) =1 (15)

Das bedeutet daB (—1)" " (b, . .
Matrix H ”0 ist und daB3 (b, ..
der Matrix H,} ist.

Aus der Cramer’ schen Regel ergibt sich somit

., b,_1) die erste Zeile der Inversen der
b, 1) die letzte Zeile der Inversen

detH}fi1 _ bo _(n (16)
det H  f(1)  \1)’

det H! | _ b . (a7)
dCtHg ﬁ)(1) ’

det H! b,

Al Oty (18)

n
1

det H — £,(1)
det H5_1 . by .
det H' — £,(1) '
Somit erhalten wir die bekannten Resultate det HY = det H!
und det H? =+ 1.

Im Fall der gq-Analoga gehen wir ein wenig anders vor: Um nicht Tri-
vialitdten wiederholen zu miissen, verwenden wir im folgenden Termino-
logie und einfache Resultate von [3] bzw. [6]. Insbesondere bedeute
[Z] =(g—1)--- (q”_/@""l — 1)/(q/€ —1)---(¢ — 1)den ¢g— Binomialk-
oeffizienten, ein Ausdruck der Gestalt f(x) =) a/e(q)q@ [ﬂ werde
g-Polynom genannt, Ef(x)=f(x+ 1) sei der Verschiebungsoperator auf
den g-Polynomen, € der lineare Operator mit €[*] = ¢”[*] und A der ¢-
= q”?] [,*,] eindeutig definiert
| gilt Af(x) = fw fiir alle

(19)

Differenzenoperator, der durch Agl)[*]
ist. Wegen [ '] = [¥] + 471
g-Polynome.
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Es gilt dann ETTA[Y7 ] = [*7 2] E=e(1+ A), Ae =geA, sowie

[_X] — (<)) [” e 1] und

n n
x+AE£—1 | xt+eE—i—2
A _ k—i—1 .
RPN Vol (e

Wir ordnen nun jeder durch (2) definierten Matrix eine Folge von -
Polynomen G,(x, ¢) zu durch

o) = Y atn£)g® | 7). (20)

£=0 £
Diese etfiillen Gy (x, ) =1, G,(0,9) = 0,0 und

AG,(x,q) = (Zw(%)@V(”)Aﬂ(”HQ Gi-1(x,q). (21)

u

AuBerdem ist

n

G,(1,9) = Z (ﬂ,/é)q() [ ] = a(n,1) fur n > 0. (22)

k=0

Denn der Koeffizient von q(k 1) [/6 1] ist links a@z, #) und wegen
e+ [5] = 80,02 5 ] rechts 3, w(u)g? @D
a(ln—1,k+ B(u)).

Bezeichnet man also mit K den Operator

K= < > w(ﬂ)eww@ﬂ) _1A, (23)

"

/e[j1

so gilt
KG,(x,9) = G,—1(x, q). (24)

Im Fall (5), d.h. fir a(n, £) = b(n, 4, s, g), nennen wir die entsprechenden
g-Polynome A,(x, s, ¢).
Ist y(z) = 1 fiir jedes #, so ist

), AB)+IN
Aﬂ(ﬂ)Jrl

—1
< Z w(n) 74(5(%)“)” ) A” und
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daher gibt es eine eindeutig bestimmte Entwicklung der Gestalt
A =37 5:e*K*.Wendet man diese Operatoridentitit fiir q-Polynome
auf G,(x, ¢) an, so ergibt sich

AG,(x,q) = zykekGﬂ_/e(x, q) und daher
S = AG”(X, 7)‘;4:0 = d(”? 1)'

Wir erhalten somit als Verallgemeinerung von (9) die Formel

o0

A= "a(k )K" (25)

k=1

Es ist klar, daB3 jedes g-Polynom auch eine eindeutige Darstellung der
Gestalt X0, G, (x, g) besitzt.

Mit Hilfe der g-Polynome A,(x, s, g) konnen wir auch zeigen, dal3 die
in [5] eingefiihrten g-Catalanzahlen ¢,(g) mitden C(#, 1, ¢) ibereinstimmen.
Zu diesem Zweck schreiben wir A4, (x, 5, ¢) in der Gestalt

2 x+k£—1
Aﬂ(XaJaQ):ZK(”a’évfaQ)[ pa :|
£=0

Dann ist (5) dquivalent mit

c(nfeys,q) =c(n—1,k—1,5,9) —i—qk_lf c(n—1,k+1i54q).

(26)

Das ergibt sich sofort durch Koeffizientenvergleich, wenn man beachtet,
dal3
x+k—1 i xt+k—i—2]
A — k—i—1 ist.
[ £ } 2 [ f—i-1 "
Denn aus E_lAG” (x, 5, 9) = (1 +5A)G,_1(x, s, q) folgt

k=2 [x+ k& —2
LR el B SRR W )] e

£—1
[x+k—i-2
k-1 foit | X
+JZ£(71 , ,y,q)Zq [ P

Das liefert den folgenden

Satz 1. Betrachtet man die positiven Gitterwege im R, die von (0.0) nach (n, &) gehen
mit Aufstiegen (1,1) der Hobe 1 und Abstiegen (1,—1) beliebiger Hobe 7, =0,1,2,. . .
und ordnet man einem Gitterweg v das Gewieht

w(v) = s'g7 T (27)
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gu wobei | die Anzabl der Abstiege des Weges bedentet und o;+ 1 die Hobe des End-
punkles des i-ten Abstiegs ist, dann ist das Gewicht der Menge dieser Gitterwege von
(0,0) mach (n, k) gegeben durch
n—k—1
o(n, ky5,q) = c(n—1,k—1,5,9) + 4 's Z c(n—1,k+1i5q)
=0

7

mit den Randbedingungen o(0, &, 5, q) = 6o ¢ und ¢ (1,0, 5, ) =6, o und erfiillt

n /é—l
Zc(ﬂ,/é,x,q)[x+ ] = A,(x,5,9).

£=0 &
Speziell ergibt sich
c(n+1,1,5,9) = 526(71, iy5,q) = sA,(1,5,9) = sC(n,5,q). (28)

Ersetzt man nun jeden Abstieg der Hohe 7 durch einen Aufstieg gefolgt
von 7+ 1 Abstiegen der Hohe 1, so wird jedem urspriinglichen Gitterweg
von (00) nach (7, 1) ein positiver Gitterweg von (0,0) nach (27— 1,1) mit
Auf- und Abstiegen der Hohe 1, also ein Catalanweg, zugeordet. Jedem
Abstieg der Hohe 7 des urspriinglichen Weges wird dabei ein absteigender
Weg bestehend aus 7 + 1 Abstiegen der Hohe 1 des neuen Weges zugeord-
net. Der Endpunkt eines derartigen absteigenden Weges liegt auf dersel-
ben Hohe wie der Endpunkt des entsprechenden Abstieges des alten
Weges. Somit fallt ¢(n, 1, 5, ) mit dem Gewicht aller positiven Gitterwege
von (00) nach (27 — 1,1) mit Auf- und Abstiegen der Hohe 1 zusammen,
wobei jedes ,,Tal“ das Gewicht ¢”s besitzt, wobei o + 1 die Hohe des Tales
ist und zusitzlich der Endpunkt mit dem Gewichts aufscheint. Li3t man
das Gewicht des Endpunktes weg und betrachtet man die iibliche Zetle-
gung der Catalanwege in den ersten Weg, der wieder auf die Hohe 1 zur-
tickkehrt und den Restweg, so ist klar, daf3

NS}

C(nys,q) = Cn—1,g5,9) +5Y Cliygs,q) C(n—1—14,5,q),

7

(29)

I
S

C(0,5,9) =1

gilt. Das ist eine weitere wohlbekannte Charakterisierung der Polya-
Gessel’schen g-Catalanzahlen C(x, s, ¢) (vgl. z.B. [7]).

Sei nun H, (£, ¢) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (21 + £, £)
mit genau 7 Abstiegen der Hohe 1. Ordnet man einem Gitterweg v das
Gewicht

ll/(l/) = qo1+--~+aﬂ
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zu, wobei 0;+1 die Hohe des Endpunktes des i-ten Abstiegs ist, dann
gilt

H,(k,q) = Hi(k—1,9) +¢“'H,-1(k +1,9)
oder anders ausgedriickt
AH,(x,q) = E*H,—1(x,q) und H,(0,q) = &,-
Wegen E>=¢g(1+ A)e(1 + A) =1 + A + gA + gA®) liefert ein Verglei-

ch mit (21), daB3
&) | x
H”(X, q) = Z b(”v &, 9, qz)q(z) |:,é:|
und daher

H,(1,9) = C(n,q, qz) ist.
Auch hier gilt wie bei (3)

H,(k+1,9) = ZH/éq i (1,9)q"

weil beim Restweg jeder der / Abstiege um / Einheiten nach oben
verschoben wird.
Somit ist

H,41(1,9) = Hy41(0,9) + H,(2, ) ZH (1,9)H,-i(1,9)7-
=0

Setzt man H,(1,9) = C,(g), so gilt also
Cor ( Z 7*Ce(9)Ci-i(9), Colg) = (30)

Das ist die definierende Gleichung der Catlitz’ schen g-Catalanzahlen
L 4g 1429+ 47+ 1+3g+3¢°+34° +24" + 4 +4°,. .. . Wir erhal-
ten also das wohlbekannte Resultat (vgl. [7]), da3

C,(q) = C(n,q,4°) ist.

Betrachtet man die Entwicklung
k=1
Hﬂ(x,q):Zd(n,/é)[XJr/é },so ist

_ x4/
E~'AH,(x,q) = EH,_ (x Zdn—l/[ ) ]
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Aus [77] = 3 g7 #[¥"741] ergibt sich daher

E'AH,(x,q) Zdﬂ—llz [X_._j:j_l}

Koeffizientenvergleich liefert
d(n k) = ¢! Z din—1,1).
I>k—1
Dabher ist

Clg) = H,(1,9) =Y _d(nk).

Das ergibt

Satz 2. Ordnet man einem Gitterweg v von (00) nach @, &) mit Aufstiegen (1,1) der
Hohe 1 und Abstiegen (1,—i) beliebiger Hobe 7, i=012,... das Gewicht
w(v) == g™ 2u, dann ist das Gesamtgewicht aller Wege von (00) nach @,1)
gegeben durch die Carlitz'sche g-Catalanzah! C,,—1(g).

Setzt man B,(x,q) = ¢"" () H,(x,q), so gilt
B,(#,9) = ¢"'B,(k—1,9) + B,_1(k+1,9).

Definiert man daher das Gewicht eines Catalanweges durch ¢*™, wobei
7;+ 1die Hohe des Endpunktes des i-ten Aufstieges ist, so ergibt sich fiir
das Gesamtgewicht der Catalanwege ¢'C (q).

Setzt man D,(x,¢) = 4" (§> H,(x,¢?), so gilt
B,(#,9) = ¢""'B,(k = 1,9) + ¢*7'B,_1(k + 1,9).

Definiert man daher das Gewicht eines Catalanweges durch ¢
ergibt sich fiir das Gesamtgewicht der Catalanwege ¢”C,(4?).
Sei nun T der lineare Operator auf den g-Polynomen, der durch

1) 3] = o9

TA[G] =LA

K=(ag™+be" A+ ce"A*) ' A und B,(x) die durch (20) definierten ¢-
Polynome mit KB,= B,_.
Dann ist

T(ae® + be" A + " A*)B, = T(ae™ + be" A + " A*)KB,yy = B,

Ea/ SO

A +1] definiert ist und offensichtlich AT =1, sowie

k>0 erfillt. Sei K ein Operator der Gestalt

Sei nun

—_

fua() 1= g0 [Z] -3 b Bj1,n = 1. (31)

F

Il
S
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Dann ist

Jui(x) i= (T(ag™ + be"A + ;g”AZ))/_1q(Z) [X}

BREY

—_

n—

by jBiv1,0 <1 < m.

W.
[}

Nun ist

T(&lS)\ + bet A + cEVAZ)q(;) [X] =

7

= aq)‘”q(”?) |:;7—>|<— 1:| + bq”(”_l)q(;) |:X:|

n
+cql’(”—2)q(uzl)[ X ]

n—1

eine Linearkombination von [”fl ] , [j], [ﬂ%] und daher ist fur />1

T(ae® + be" A + ca”Az))/ [2] eine Linearkombination von [ﬂ’_(/] ,
[l L]
Daher gilt
Su(1) =0,1</<n—1. (33)
AuBerdem folgt daraus
Sua1) = g (34)

Vergleicht man die Koeffizienten von B,.; in T(ae® + be"A
+ " A%)f,1(x) = f2(x), so ergibt sich b,, 1 = ag™b,41,. Wegen
Bi(x) = a[ 7] ist daher
1

g”q)\(g)
Beim Vergleich der Koeffizienten von By in T(ae® + be" A+
ce” AZ){M (x) = fngx) etgibt sich die Rekutrenz 0 = aq)‘”b,,H,O—f—
bq“(”_l bup + fq”(”_z by—1,0, aus der man b, berechnen kann. Wir wollen
aber fur die uns interessierenden Spezialfille eine explizite Formel

ableiten. Dazu definieren wir noch £, (x) := (a + be" A+ £€”A2)71
Af,1(x). Im Fall

byp—1 = (35)

A —1
K=E'(1+sA)7'A=01+A)" (1 + L) e 'A
q
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ergibt sich

=0
und daher
— i =i 0 n—1
Hier ist
n—1 . (”717()
bio = fo(0) = ) (=1)'¥'qg g\ > [
=0
n—1 ol
— ( 1)z§zq zq( B )( 1)(ﬂ—z—1)
i=0
~(=i=1)= (1) |:i’l —i— 1} _
n—1 .
= ( 1)”71 —ntl ZJZ
i=0
und nach (35) gilt
bn,ﬂ—1 = qi (Z) .

Jetzt liefert dieselbe Ubetlegung wie oben

detHi1 b _1+x—|—§2—|—-~-

detH" — £,0(1) 51
dCtH;_1 . h”7n_1 . 1

detH)  f,0(1) q(”f);nq ’
detH;_1 - bﬂm,l o 1

detH; ﬂyﬂ(l) q(”71)2;”71 ’

detH; | by 14544

detl) — fin(1) () gt
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Daraus ergibt sich der
Satz 3. Sei (C(n, 5, q)) die Folge der Polya- Gessel-Catalanzablen, die durch
C(0, 5, g) = 1 und die Rekursion

n—1

C(”+ 1,5, 4) = C(”a 5 4) + J‘Z C(” — 1,9, Q)C(za 5y 6])42
=0

definiert ist. Dann haben die Hankelmatrizen H' (s, q) = (C(i +j + b, 5, q)f;io
die folgenden Determinanten:

27

detH" (s, 9) = ;) g TEHD () (41)

detH; (;7 q) — _;(Z) q12+22+_,_+(ﬂ71)2 (42)

nt+1

detH2(s,q) = SO g2t ( (st 24y (@)
Speziell exgeben sich fiir die Carlitzschen g- Catalanzablen C(n, g, qz ) die Werte

dett?(g, 4%) = 2+ 00=()

detH, (¢,4%) = A2 om0 (5)

und

detHj(g, qz) — q2(12+22+..4+(n71)2)+3 (;) [ﬂ + 1]'

Nun wollen wir noch dieselbe Methode auf zwei q-Analoga der Motzkin-
zahlen anwenden.

Wit betrachten zuerst die in [6] betrachteten q-Motzkinzahlen. Sei

(d (n, #, 5)) die Matrix mitd (1,0, §) = 6,0, d(0, £, 5) = Oox und

A kys) =g (dn—1,k=1,5) +dn—1,k,5) +sd(n— 1,k +1,5)).
(44)

Dann gibtd (n, £, 5) das Gewicht aller positiven Gitterwege im R? an, die
von (0,0) nach (», £) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zuriickkehren
mit Aufstiegen (1,1) der Hohe 1 und Abstiegen (1,0) der Hohe 0 sowie
(1,—1) der Hohe 1.Wir ordnen dabei jedem Aufstieg und Abstieg der Hohe
0 das Gewicht 1 und jedem Abstieg der Hohe 1das Gewichtszu. Seia; + 1
die Hohe des Gitterweges nach dem i-ten Wegstiick. Dann definieren wir
das Gewicht eines Gitterweges v wieder durch

w(v) = gt (45)
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wobei / die Anzahl der Abstiege der Hohe 1 des Weges bedeutet.

Unter der g-Motzkinzahl M,(g) verstehen wir wie in [6] das Gewicht

M(q) =d (n+ 1,1,1) der Motzkinwege mits=1. Allgemein sei
M(s, gy =d(n+1,51).
Sei nun

D,(x,1,5,9) = Zdn/és [é]

und
Dﬂ(l) lvv“v?) = Mﬂ,l(f, q)'

Dann folgt zunichst aus (25)

A= ZM/ﬁ_1(J, q)e*K* und daher

£>1

AD,(1) = M D, (1)
£=0
n—1

M, + quMé 5 q n—hk— 1(5 4)
£=0

Die linke Seite ist

dn+2,1,5) —d(n+1,1,s5)

5

din+1,1,5) +

Daher ergibt sich schlieflich
n—1

Myi1(5,9) = My(5,9) + 5 Y g Me(s, )My s1 (s, ).
£=0

Das ergibt die Folge

1,1,1 +¢s,1 —{—qu—{—qzx,l + 3qx+2q2;—|—q3;—|—q2$2 —|—q452,

Fiir die in (32) definierten Funktionen f, ,(x) gilt also hier
(1) =0,1</<n—1,
Jun(1) = 5”_1q(n;1) und

bn,ﬂ—l = q_(g)

(48)
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Wegen
o) = (1 840 ] =
n
PR Z . | X
:q—(n—l)E (_l)/AZE <j>‘f/A/q(2)|:ﬂ_1:| —

Sy (el 3]
y J n—1—+k
ist
by = (—1) 170D Z(—ly‘(” - ‘f)xf.
=0 J

Somit ergeben sich fiir die Hankelmatrizen K? = (M4;4,(s, q))f;io die
Formeln

KY by 1
L (49)
K}? fﬂ7ﬂ(]) q(nfl) 11
und
Kl _1 ”71bﬂ n . _ — 7 .
ﬂgl _ ( ) ,0 _ qf(z)yf(ﬂfl) Z(_l)/ <ﬂ 1 ]>J"/. (50)
Kn ﬁh”(l) 7>0 J

Daraus ergibt sich schlieBlich

Satz 4. Seien M, (5, q) die gewzcbz‘eteﬂ g-Motzkinzablen, dann haben die Hankelmatri-
zen K (s, q) = (Migj (s, 7)) j—o die folgenden Determinanten:

detK!(s,q) = 56 )ql T2 (1)’ (51)
und
detKi (s,9) = ;(”)ql 2422t (1=1)7+() Z < >;j. (52)
>0

Nun wollen wir noch eine andere Klasse von q-Motzkinzahlen betrach-
ten, die sich auch auf natiirliche Weise mittels der Operatormethode
ergibt.

Dazu definieren wir die q-Polynome F,(x) durch

=" flnk,1)q% [Z] (53)
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mit
1 1
AF,(x) = <¢E + —AZ) F, 1(x) = (;5 + A+~ A2> Fo,q(x).
q

Dann ist also
Sy t) = g tf(n—1,k—1,0) + ¢ tf(n— 1,4, 1)
1
+—f(n—1,k+1,1).
9

Hier werden also die Aufstiege und die horizontalen Abstiege ausgezeich-
net, mit dem Gewicht t versehen und mit der Hohe ihrer Endpunkte
gewichtet. Die Abstiege der Hohe 1 haben das Gewicht (1/g) und ihre
Endpunkte tragen nichts zum Gesamtgewicht bei.

Es ist wieder klar, daf3 die Formel

Fluke+1,0) = fln—i k1) f(i,],42)

erfullt ist.
Wir setzen nun 7, (¢, q) = f(n,1, #) = F,(1). Dann ist

taii(tag) = fln £ 2,1,0) = f(n +1,1,2) +§f(n+ 1,2,0) =

1n+1
= tmy(t,q) +;Zf(”+ 1=, 1,0)f(,1,qt) =

i=0
1 n—1
= tm,(t,q) += ) _migt,Q)m-i-1(t,9).
9=0
Es gilt also
1 n—1
muia(t,q) = tm(1,q +;Z’”z gty Q)my—i-1(1,9), mo(2,.q) = 1.
=0
(55)
Das ergibt die Folge

L2 20 g 1 P g 3t 4 2t P 4

Wenn wir wieder F,(x) in der Gestalt

S |
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schreiben, so ist
x+ k=2

E'AF,(x) = Zg(ﬂj/g)[ o
= tF,—1(x) +Zg(n— 1,/)qu—i—2[x+/—i—3]

] = (++ AE'A)F,_ (x) =

/—i—2

und daher durch Koeffizientenvergleich

gl k) =1g(n =1,k = 1)+ 43 gln—1,k+i+1)

>0
mit g(r.0) = 8,0 und g(0,£) = b

Daher ist g(n, £) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (#, #) mit
beliebigen Abstiegen, aber ohne horizontale Wegstiicke, wobei wieder
nur die Endpunkte der Abstiege zu beriicksichtigen sind und die Auf-
stiege das Gewicht t haben.

Fur die Motzkinzahlen 7,¢, ) = f(n+ 1,1, #) = F, {1(1) ergibt sich daher

mi(t,q) = Frn(1) =Y gln+ 1,k +i+1) =gln+2,1) + g(n+1,1).

i>0

Sie zihlen daher alle Gitterwege der Linge # + 1 ohne horizontale Weg-
stiicke, wobei das Gewicht eines Weges durch

w(v) = téqz 7

gegeben ist, wobei 1 die Anzahl der Aufstiege bedeutet und o, die Hohen
der Endpunkte der Abstiege sind.

Ordnet man wieder jedem Abstieg der Hohe 7,7 > 1, einen Aufstieg,
gefolgt von /+1 Abstiegen zu, so zihlt g(#+ 2,1) die Catalanwege von
(0,0) nach (2#+ 3,1) ohne isolierte Abstiege, d.h. wo jeder Abstieg entwe-
der als Vorginger oder Nachfolger wieder einen Abstieg hat und
g(n+1,1) zihlt analog dieselbe Art von Catalanwegen von (0,0) nach
(2n+1,1). Figt man an einen solchen Weg noch einen Aufstieg und einen
Abstieg an, so zihlen beide zusammen gerade alle Catalanwege von (0,0)
nach (224 3,1) ohne ,seichteTdler", d.h. ohneT4ler, wo nur ein einzelner
Abstieg vor dem nichsten Aufstieg vorhanden ist, mit dem Gewicht
z‘quT”, wobei die 7;+1 die Hohen der Tiler sind und ¢ die Anzahl der
Aufstiege minus der Anzahl der maximalen absteigenden Wege ist. Diese
Catalanwege entsprechen den ,,steilen Dyckwortern® in derTerminologie
von [2]. /-1
Sei nun f,/(x) = <T(1E+§A2)> g% [’;] 0</<n
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Schreiben wirt f,; = ¢ [iﬂ in der Gestalt

n—1
ﬂJ:#wz}ZEZQEM,
i=0

dann ist
n—1

for =Y buiFirs, 0<7<m,

i=0
Nun gilt wie oben
fﬂ_’/(l) =0, 1</<n—1,

fmﬂ(l) = q_(ﬂ_l)
und
/7,17,1_1 = q_(g)f_”.

Weiters ist

1 -1 - 11
fﬂ()(X):— 1—|—A—|—E—A2 671q(2) o
' ¢ qt
(1)

; E_lAZ / n—1 X
= -1y A (2) :
4 Z( >< i g >q [n—J

i

N

Wegen (7' A®)A=gA(e™" A? ergibt sich aus dem g-binomischen
Lehrsatz (vgl. z.B. [3])

_qf(”fl) i P s e 'A% GOl I
g e (Yo
~

—(n=1)

: b
s @]

Dabher ist

—(=1)

e

K J

1Y e
— q/—(n—1)/+/‘
qt

Somit ergeben sich fiir die Hankelmatrizen

9

buo = fu0(0) =
(56)
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K! = (miyj4(2, q))f;i() die Formeln
K2,1 _ bn,n—l 1

K Ful) (57)
und
K, , (—1)”71/7;10 1 An—1—47] » 1\
n— — EA— 7 _l 7 ] 7 .
o AR Dl RV b=y
(58)

Insgesamt erhalten wir den

Satz 5. Seien m,(, q) diedurch (55) definierten gewichteten g-Motzkinzablen, dann haben
die Hanfkelmatrizen

Ki(t,9) = (mii0(t,9))0 i—o die folgenden Determinanten:

det Ko(l q) = s l)qm (59)

und

det Kl(z‘ q) = A2 (m) " Z [ ]

, 1 i+1
()

Zum Abschluf3 sei noch eine kleine Modifikation der vorangehenden
q-Motzkinzahlen skizziert: Wir bezeichnen die entsprechenden Objekte
mit einem Querstrich.

Sei
Flnkys)=fn—1,k—1,5)+ f(n—1,kys) + ¢ f(n— 1, +1,5).
Das entspricht den g- Polynomen F ,(x) mit
AF ,(x) = (1 + A+ gseA?*)F ,_1(x) und den q-Motzkinzahlen
i (5,q) = m,(s,9) +5g >y Wz(qf Qi1 (s,q),  mo(s,q9) =1,
also der Folge
1,1,1 +¢s,1 + 3¢s,1 + 6¢gs + qzxz + q?’yz, 1+ 10gs + 5q2y2 + 5q352
Hier zeigt man ganz analog, daf}

(60)

n+1)

det KU(s,¢) = s&g("5

und

7

det f{; (J, q) = J(Z)q(”?) Z(_l)z |:77 — Z:|ql-2JJ.

gilt.
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Fur die in [2] betrachteten q-Motzkinzahlen scheinen dagegen keine so
schonen Resultate zu gelten.

Bemerkung. Zum Vergleich seien noch die Resultate erwihnt, die man
mit der Methode von Gessel-Viennot erhalten wiirde:
Fir

a(n, k) = aq/\(/efl)a(ﬂ —1L,A—1)+ hq“(/efl)a(ﬂ —1,k)
+ "% Va(n — 1,k +1)

liefert diese Methode fiir die Determinanten 4, , =
det(a(i +/ + b, 1);’;;0 die Rekurrenzen

dyy = ﬂnfﬂilq)\(é)ﬂ(k?)dn—l,l

und
dyy = a1 PR g

_ _ n n—1
_ 2 2qu(2)+2u( 5 )dﬂfz,z

Daraus lassen sich die meisten obigen Resultate ebenfalls hetleiten. Im
Fall der g-Motzkinzahlen liefert (56) aber eine explizite Formel, die aus
der Rekurrenz nicht so einfach ableitbar ist.
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