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4. Die Gruppen H(P)

Wir setzen die Situation und die Bezeichnungen von §3 voraus. Seien
ai,...,q, in einer festen (aber nicht beliebigen) Anordnung (die wir
spéter genauer beschreiben wollen) gegeben. Mit G bezeichnet man
die von den Zahlen «y,...,qa, erzeugte multiplikative Untergruppe
von C™.

Sei P eine Partition von A. In diesem Abschnitt betrachten wir
nur Partitionen, welche keinen einelementigen Block enthalten.
Bezugnehmend auf §3 konnen wir jetzt H(P) in folgender Weise
charakterisieren. H(P) ist die Menge aller Tripel (K,L,M) € 7°
mit

0K =K fir Ky~ ko, (4.1)
onE =k fiir A\~ A, (4.2)
o™ =M fir oy~ p, (4.3)
oK =p\F fir Kk~ (4.4)
o= M fur A~y (4.5)
oM=K fur p~k (4.6)
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Dabei ist k € Ag, A € A, u € Ay, und nach (3.6) stellen (4.1)-(4.6)
Identitdten der Gruppe G dar.

Wir werden in Proposition 4.1 zeigen, daB H(P) = {(0,0,0)},
falls P eine Partition ohne Singleton ist und zuséitzliche Bedingungen
erfiillt sind. Aus dem Englischen iibernehmen wir das Wort Singleton
fiir einen einelementigen Block.

Zuerst vereinfachen wir die Relationen (4.1)-(4.6), indem wir
G durch eine additive Untergruppe von 7" ersetzen. Dies erlaubt es
uns, die multiplikativen Relationen (4.1)—(4.6) in additiver Form zu
schreiben.

Proposition 4.1. Sei {u,},., eine nichtdegenerierte Rekurrenzfolge

und seien oy, . .., o, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Die von ay, ..., «, erzeugte multiplikative Gruppe habe den Rang g
g>1.

Sei P eine Partition von A ohne einelementige Blocke. Dann ist

H(P) ={(0,0,0)}.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Sei also (K,L,M) ein
nichttriviales Element in H(P). Wir geben zunichst einen allgemei-
nen Uberblick und fiihren einige Begriffe ein. Dann folgt der Beweis
von Proposition 4.1, der allerdings auf den anschlieBend behandelten
Propositionen 4.2, 4.3 aufbaut.

Zerlegt man G nach dem Satz iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen in ein direktes Produkt, so iibertragen sich (4.1)—(4.6)
auf die Komponenten. Es geniigt daher, diese Gleichungen fiir
torsionsfreie Gruppen zu untersuchen, denn gilt (4.1)—(4.6) fiir den
torsionsfreien Teil und ist gy die Ordnung der Torsionsuntergruppe,
dann liegt (goK,goL,goM) in H(P). Sei g der Rang von G. Dann
lassen sich die Zahlen «; in der Form

o =€ - ﬁ]xil .- 'ﬁgxi”’ (1 < i < I") (47)

darstellen, wobei €1, . . ., €, Einheitswurzeln sind und ;,..., 5, in G
liegen. Sei x; = (xi1,...,X;g) € Z°. Wir definieren fiir x € Z°

fx)=(v1,...,0,) (4.8)

mit v; = (x;,x) (1 <i<r).
f besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) f ist eine lineare Funktion von Z% in Z" (bzw. R® in R").
(i1) f ist injektiv.
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Beweis. (i) gilt wegen der Linearitit des inneren Produktes.
(i1)) Nach dem Fundamentalsatz fiir abelsche Gruppen 1dft sich
jedes a € G eindeutig schreiben als

a:g.ﬂlxl "'ﬁng-
Die Zuordnung
fla) = (x,.00x)
definiert einen Homomorphismus f: G — Z%. Offensichtlich ist f eine
surjektive Abbildung. Weiters ist f(«;) =x;. Da f ein Homomor-
phismus ist, gilt
f(al)“ ---ar)") = X+ o+ ANx, NeEZ(1<i<r).

Die Vektoren x1, . ..,x, erzeugen 78, weil f surjektiv ist. Angenom-
men f(x) = 0. Dann folgt

(xpx)=0 (1<i<r).
Dies gilt dann auch fiir jede Linearkombination der x;, also (x,x) = 0
und damit x = 0. O

Aus den Punkten (i) und (ii) schlieBen wir, daB f den Z4 in ein g-
dimensionales Gitter I' in R” abbildet.
Sei

sp(w) =v;, +---+v, firw=(i1,...,iy) €EAundveZ".
(4.9)
Wir definieren 5,(w) durch
K -sy(w) firw e A;
(

Sp(w) =< L-sp(w) firweA; (4.10)
M - s,(w) fir w € A,.

Wir schreiben ofter 5(w) statt 5,(w) (bzw. s(w) statt s,(w)), falls aus
dem Zusammenhang hervorgeht, welcher Vektor v gemeint ist.

Dann sind die Gleichungen (4.1)—(4.6) fiir den torsionsfreien Teil
gleichbedeutend damit, daf

E,,(wl) = EU(WZ) fur w1 ~ Wy, (411)
fir alle (vy,...,v,) €' gilt. Wir geben den Beweis fiir die
Aquivalenz
(10511( = ‘PnzK & Sp(k1) =Sp(k2) Y(v1,...,0)) €T

unter der Voraussetzung x; ~ kp (die anderen Fille werden analog
gezeigt):
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Fir v = f(x) und w = (iy,...,i,) € A folgt

so(w) = (o + - 23, x) = (f),%).
Daher gilt fiir x € Ay

5o(k) = K(f(pe),x) = (f(s"),x).

Somit schlieBen wir

So(k1) =So(k2) Yo €L & (flon ), x) = (flon, ), x) Vx € 28
@f(‘PmK) :f(QPmK) g (PMK = ‘PHzK'

Die letzte Aquivalenz beruht auf der Eindeutigkeit der Darstellung in
4.7).

Umgekehrt betrachtet: Bei vorgegebenem K, L, M, k, I, m, P stellt
(4.11) ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir (vy,...,v,) dar
und die grundsitzliche Vorgangsweise des Beweises von Proposition
4.1 besteht darin, durch eine geeignete Auswahl aus den Gleichungen
(4.11) zu zeigen, dal der Losungsraum dieses Gleichungssystems
hochstens eindimensional sein kann.

Definition 4.1. Wir sagen, daB eine Losung (74, ..., 7,) von (4.11) ein
zuldssiger Vektor ist, wenn er die Eigenschaften

E,’<5j 1§l<j§r,
5 #£0 (4.12)

erfiillt. Verwenden wir in (4.12) einen festen zuldssigen Vektor v, so
konnen wir weiters definieren (4.13)

wi < wy, wenn Sz(wy) < S5(wa). (4.13)

Dadurch erhdlt man mit Hilfe eines zuldssigen Vektors eine
(Pra-)Ordnung auf der Menge der Aquivalenzklassen. Es muf} aber
nicht unbedingt gelten, dal aus s;(w;) = 55(w2) folgt wi ~ wy.

Die Existenz eines zuldssigen Vektors hingt von der Anordnung
der Zahlen «y, ..., q, ab, dies wird spéter erldutert.

Die Ordnungsrelation (4.13) wird mit Hilfe eines festen zuléssigen
Vektors definiert und alle Ungleichungen zwischen den v;, die damit
zusammenhiingen, beziehen sich auf diesen festen zuléssigen Vektor.
Aussagen, die aus Aquivalenzen w; ~ w; folgen, beziehen sich aber
auf die gesamte Losungsmenge des Gleichungssystems (4.11) (die ja
nicht nur zulissige Vektoren enthilt).
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Anders formuliert: mit Hilfe der Ordnung (4.13) und der Eigenschaft,
daB P keinen einelementigen Block enthiilt, lassen sich verschiedenen
Struktureigenschaften der Aquivalenzrelation P ableiten, aus denen
wir zu zeigen versuchen, dal der Rang der Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems (4.11) mindestens » — 1 sein muB.

Lemma 4.1. Angenommen K > 0, k1 = (i1,...,ix), K2 = (J1,- - Jk)
mit iy < ji,..., 0 < jr. Dann folgt aus ki # Ky, daf$ kK1 < Ky (d.h. <
verfeinert die koordinatenweise Ordnung auf Ay).

Der Beweis ist wegen Eigenschaft (4.12) offensichtlich.

Definition 4.2. Unter x)y verstehen wir das k-Tupel, welches aus k
Einsern besteht. Dafiir schreiben wir (1,...,1),. Wir wollen diese
Schreibweise auch im Fall £ = 1 zulassen. Mit k,,; bezeichnet man
jenes k-Tupel, welches aus k — 1 Einsern und einem Zweier besteht.
Wir schreiben rmi = (1,...,1,2),. Um die Schreibweise einfach zu
halten, lassen wir sie auch fiir k = 1 zu. Hier bedeutet sie natiirlich
das 1-Tupel, welches die Zahl 2 enthélt. Wir setzen

EMa = (Fy..oy 1) Kma=(r—1,r,...,7).
Analog zu oben gilt fiir k =1
FMa = (F), Kma= (r—1).
Ebenso definieren wir die [-Tupel Avii, Ami, AMa, Ama Und die m-Tupel
HMi> Mmi> #Ma> Hma-
Bemerkung 4.1. Nach dem Lemma 4.1 gilt fiir K > 0

KM < Emi < £ fir £ € A\ {Kmi, Kmi } (4.14)
und
K < Kma < KMa  fUr & € A\ {KMa, Kma }- (4.15)
Analog folgt: (1,...,1,i), ist zu keinem anderen k-Tupel
(i1y...,0x) € Ax mit iy > i dquivalent. AuBerdem ist fiir » > 2 und
firr=2k>2
Kmi = Kma-

Fir K < 0 gelten umgekehrte Beziehungen.
Insbesondere sind ki, Kmi> Kma> KMa ZU keinem anderen k-Tupel aus
Ay dquivalent.

Beweis von Proposition 4.1. In der Darstellung (4.7) sind die
Vektoren x; € Z® paarweise verschieden. Denn nach Voraussetzung



44 S. Griines

sind die Quotienten %, 1 <i < j<r, keine Einheitswurzeln. Daher
J
beschreiben die Gleichungen

<xi_xj7y>:0 1#17 1§l,]§l" (416)

Hyperebenen im Rf. Wir wihlen ein x auBerhalb der Vereinigung
dieser Hyperebenen und setzen

Ei:<xi,x> ISZSI’
Die so definierten Zahlen 7; haben die Eigenschaft
U; # Uj, (4.17)

wobei i #j, 1 <i,j <r. Einer Umordnung der Zahlen «q,...,a,
entspricht eine Umordnung von 7y,...,7, und auch eine Transfor-
mation von P. Wir konnen daher immer durch eine geeignete
Anordnung von «y, ..., q, erreichen, dafl

ﬁi<5j (1§l<]§r>

gilt. Ist jetzt 7; = 0, dann wihlen wir in der Definition von 7; statt
x den Vektor —x. Nach entgegengesetzter Anordnung der Zahlen
ai,...,q, (dh. oy — a,11-;) erhalten wir

517&07
;<7 (1<i<j<r).

Laut Definition liegt der Vektor (7;,...,7,) in I' (das natiirlich
ebenfalls durch die Anderung der Reihenfolge transformiert wird).
Damit haben wir die Existenz eines zuldssigen Vektors bei geeigneter
Anordnung von «y, ..., o, bewiesen.

Nehmen wir nun an, da H(P) nichttrivial ist, so folgt aus
Proposition 4.2 beziehungsweise Proposition 4.3, daf3 die Losungs-
menge des Gleichungssystems (4.11) Dimension 1 besitzt. Dies
widerspricht der Voraussetzung g > 1, da ja g der Rang (die
Dimension) von I ist.

Bemerkung 4.2. Sei 7 = f(x) ein zulédssiger Vektor mit 7, # 0. Kehrt
man die Reihenfolge der o; um, d.h. o* = a4 1_;, so folgt wie im
letzten Beweis, daB 9 = (—7,,...,—7;) einen zuliissigen Vektor in
I'* darstellt. Definiert man nun mittels o* und (4.13) eine Ordnung
<* auf A* = A, so entspricht diese genau der entgegengesetzten
Ordnung zu «, d.h.

* k%
W) < Wy & Wi w.
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(wobei zB. fir x=(i,...,0ix) €A, K =(F+1—ig...,
r+ 1 —1i;).) Daher gelten Aussagen, die fiir die Ordnungsstruktur
< bewiesen werden (falls eventuelle Zusatzannahmen ebenfalls
symmetrisch beziiglich Umkehrung der Reihenfolge sind) auch fiir
die entgegengesetzte Ordnung. Diese Argumentation wird spéter kurz
als ,,Spiegelung‘‘ bezeichnet.

Beispiel. Die Aussage xmi < kmi geht durch Spiegelung iiber in
KMa ™~ Kma-

Proposition 4.2. Sei P eine Partition von A, welche keinen einele-
mentigen Block enthdlt, (K,L,M) < H(P)\{(0,0,0)} mir K,L,
M > 0. Das System (4.11) besitze einen zuliissigen Vektor. Dann
gibt es Konstanten a; € ) (i =2,...,r), so dafs jede Losung von
(4.11) v; = a; - vy erfiillt. Insbesondere ist der Losungsraum von
(4.11) eindimensional. Weiters ist K,L,M > 0, bis auf den Ausnah-
mefall (nach entsprechender Umordnung)

r=2, =2, m=1, M=2L K=0,
v, =—v; (vgl. (4.27)).

Beweisidee. Im 1. Teil untersuchen wir die Ordnungsstruktur an den
Enden (dhnlich wie in [8]).

Ziel: nach eventueller Vertauschung von (K,L,M) etc. muB} (bis
auf die Ausnahme (4.27)) gelten

{Amis v } < { kM, Ami} < -+ (4.18)

{---} bezeichnet eine Aquivalenzklasse von A, d.h. einen Block der
Partition P. Die Beziehung (4.18) besagt, daf3

E()\Mi) = E(MMi) < E(HMi) = E(Ami) < .-
(4.18) entspricht folgenden Aussagen:
v <0, (419)

O0<kK<IL=mM, L<M, (4.20)
kKvy = L((l — 1)v; 4 v2) ist eine Gleichung aus dem System (4.11).

Im 2. Teil werden jeweils jene Gleichungen untersucht, wo v; zum
erstenmal auftritt. Diese liefern mittels vollstindiger Induktion die
behaupteten Aussagen.

Bemerkung 4.3.

(1) Wir verwenden die Aussage ,,P enthdlt keinen einelementigen
Block* ofter und fiihren deswegen die Schreibweise (P) dafiir
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ein. Statt ,,7 ist ein Singleton‘ sagen wir auch ,,7 ist isoliert®.
,,A1 ist isoliert in A;** soll bedeuten, daf3

Al 7(4 A Ve Al\{)\l}
(2) Fiir r > 3 14Bt sich weiters zeigen

oo = {AMas Ama} < {AMa, UMa (4.21)
das heif3t

7, >0, kKv,=L((l—1)v, +v,_1).

Dies gilt auch fiir r = 2 mit folgenden Ausnahmen (wieder bei
geeigneter Vertauschung von K, L, M)

!
K=L M=—L, k=I1—1, m|l, 5 =0,
m
Po(1,..,1,2,.),~(1,...,1,2,..), (i=0,...,k),

1 1
(17 7172a"')mN(17 '71727 )l (1_07 7m)a
l St
) M 1
wobei §=—=—.
L m
(3) Da H(P) eine Gruppe ist, 1dBt sich Proposition 4.2 auch

anwenden, wennes (K,L,M) € H(P)\{(0,0,0)} mitK,L,M <0
gibt.

Beweis von Proposition 4.2.
Teil 1

Behauptung. Aus den Voraussetzungen folgt, da K,L,M > 0 sind
(bis auf die Ausnahme r=2, [=2, m=1, M=2L, K=0,
U, = —0y). Ferner sind genau zwei der drei Zahlen

kK, IL, mM
gleich. Ordnet man die Zahlen so, daf}
kK <IL=mM und L<M
gilt, so folgen die Groflenbeziehungen (4.18).
Beweis. Zuerst nehmen wir

Ll = Mm = Kk (4.22)
an. Aus (4.22) folgt

K>0, L>0, M>0.
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Da k, I, m paarweise verschieden sind, impliziert die Relation (4.22),
daf} auch die Zahlen K, L, M paarweise verschieden sind. Sei etwa
L>M>K. (4.23)
Die Ungleichung
L((I = 1)vy +02) > M((m — 1)v1 +75)
146t sich in der Form
LIy + L(v2 — Ty) > Mmt, + M (0, — 1)
schreiben. Wegen L/ = Mm und 7; < 7, ist dies gleichbedeutend mit
L>M.
Daher ist (4.23) dquivalent zu
L((I—1)v1+702) >M((m—1)v; +72) > K((k — 1)7; + 72).
Wegen (4.22) folgt daraus
S(Ami) =5(pan) = 5(kmi) < 5(Kmi) < 5(tmi) < 5(Ami)-
Mit Hilfe von Bemerkung 4.1 schlieBen wir, daB «.,; ein Singleton ist.

Die Relation (4.22) ist also unmoglich.
Wir konnen wegen 7; # 0 0.B.d.A. von

Llﬁ] S Mmﬁl S Kkﬁl (424)

ausgehen, wobei nicht beide Gleichheitszeichen auftreten konnen.
Wir nehmen zunéchst

v >0
an. Dann ist auch
v, > 0.

Die Relation (4.24) und 7; > 0 ergeben K > 0 (sonst wire L =
M = 0). Daraus folgt

Kkv, < Kkv,.
Weiters erhalten wir aus (4.24) und 7, > 0
Llv, < Mmv, < Kkv,.
Wegen (P) und (4.15) muf}
Mmv, = Kkv,
gelten (sonst wire kg, isoliert), daher ist
Mm = Kk.
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Weil m # k vorausgesetzt ist, haben wir

M #K.
Wir wihlen 0.B.d.A.

M < K.
Da nicht alle Zahlen in (4.24) gleich sind, gilt

Ll < Mm.
Wegen der Annahme 7; > 0 ist

Llvy < Mmv; = Kkv,. (4.25)
Aus (P), (4.25) und Bemerkung 4.1 schliefen wir
L=0

(sonst wire Ay isoliert). Also ist
5(A) =0 VAeA.
Wegen Liv; < Mmv; # 0 haben wir
A VYANEA, Yu€eA,.
Wie vorhin erhalten wir aus M < K, Mm = Kk die Ungleichung
S(pmi) < 3(Kmi)-
Es gelten die Beziehungen
HMi ~ KMi = Hmi < Kmi

Damit wire pp; isoliert. Die Annahme 7y > 0 fiihrt also auf einen

Widerspruch.
Daher muf3

11 <0

sein. Dann impliziert (4.24)
Kk < Mm < LI

Daraus folgt

L>0
(sonst wire M = K = 0). Weiters haben wir

Ll = Mm,

andernfalls wire \yj isoliert. Aus / # m folgt L # M. Sei 0.B.d.A.
L<M.
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Dann ist
I>m>1
und
Kk < Ll = Mm.
Wegen

Mmv; = Llv; < L((l — 1)51 —l—ﬁz) < M((m - ])El +§2)

muBl A\p; ~ k gelten fiir ein k € Ay.
Falls

K >0
folgt aus Bemerkung 4.1 und
S(Ami) = 5(pmi) < 3(kmi),
dal3
Ami ~ KM

gelten muf}. Damit sind dann alle Aussagen (4.18)—(4.20) erfiillt.
Angenommen

K=0.
Dann ist
S(Ami) =L((I = vy +v2) =5(kmi) =0
fiir jede Losung v von (4.11). Es folgt
vy =—(1—1)vy. (4.26)
Fiir
r=2, [>2 oder r>2
ist nach Bemerkung 4.1
Ami < Ama-
Das heift,
0 =75MAmi) < 5(Ama)-
Wir haben also
Ama Xk VK € Ay

und

5(ttma) < S(Ama) < 5(Ama) = 5(tima)-
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Die erste Ungleichung gilt wegen der Aquivalenz
L((I = 1)U, 4+ Up—y) > M((m — 1)0, + 5,1)
=
L<M.

Daher ist, im Widerspruch zur Voraussetzung (P), A\n, ein Singleton.
Weil aus L < M folgt [ > m > 1, bleibt nur
r=2, =2, m=1, M=2L,  K=0. (4.27)
Wegen (4.26) ist vy, = —v;, daher ist der Losungsraum des
Gleichungssystems (4.11) auch in diesem Fall eindimensional. Die
Partition P erfiillt die Aquivalenzen
AMi ~ M AMa ~ HUMa, Ami ~ Kk fur ein K € A;.

In diesem Fall ist A,, = {umi, iva}s Ar = {AMi, Ami, AMa }- Innerhalb
von Ay kann die Partition P beliebig festgelegt werden.
Bis auf diese Ausnahme ist

K,L,M > 0.

Damit ist der erste Teil von Proposition 4.2 gezeigt.
(4.20) fiihrt zu den Gleichungen

K
(Kk—Ll)Ul :L(Uz—l)l), Uy = (zk—l—Fl)Ul (428)
Die Aussage (4.21) kann fiir » > 3 durch eine der Gleichungen

K
(Kk — Ll)v, = L(v,—1 — vy), U1 = (Zk — 14+ 1>v, (4.29)

ausgedriickt werden.

Aus (4.28) ersehen wir, dal v, eine Darstellung der Form a,v;
besitzt, wobei a, nur von der Partition P und den Elementen
(K,L,M) € H(P) abhingt. Weiters hidngt a, nicht von der Losung
(v1,...,0,) des Systems (4.11) ab. Diese Tatsache wird im 2. Teil des
Beweises von Proposition (4.2) verallgemeinert.

Teil 2

Behauptung. Es gibt Konstanten a; € Q (2 < i < r), welche nur von
der Partition P und (K, L, M) € H(P) abhingen, so daB} jede Losung
v=(vy,...,0,) von (4.11) v; = a; - vy erfiillt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstindiger Induktion
nach i und betrachten dabei jene Gleichungen, in denen v; zum
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,erstenmal “ auftritt (im Sinne von <). Wie im 1. Teil sei o = (7;) ein
zuldssiger Vektor (der eine Losung von (4.11) darstellt). 5 steht immer
fiir K

Fiir i = 2 gilt die Behauptung nach (4.28).

Sei die Behauptung fiir 2 < j <i— 1 < r bewiesen. Wir untersu-
chen die Gleichungen, welche durch die Aquivalenz von (1,...,1,i),
zu anderen Elementen von A gebildet werden.

(D (L,...,1,0), ~ X A=(i1,...,0) €A, X#(1,...,L,0),
Nach Bemerkung 4.1 gilt i; < i. Wir haben fiir jede Losung v von
(4.11)

L((l - 1)1)1 + U,‘) = L(U,‘l + -+ U,'[).
Daraus berechnet sich v; durch
v; = sy(A) — (L= 1)vy.

Wegen i; < i konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und
sehen, dal v; die gesuchte Form hat.
@ (1,...,1,0),~k, k= (i1,...,0) € Ag.
Das bedeutet
L((l — 1)1)] + U,') = K(U,’l + ...+ U,'k).
Wir erhalten

K
v,-:z(v,-l +...+uv,)— (- 1o

Wenn i; < i, dann 146t sich die Induktionsvoraussetzung anwenden,
und wir sind bereits fertig. Sei iy > i. Wir betrachten das k-Tupel

(1,...,1,0),.
(2a) (1,...,1,0), ~ Ko € Ax, ko # (1,...,1,i),.
Dieser Fall wird wie in Punkt (1) behandelt.
(2b) (1,...,1,0), ~ X €A
Angenommen Xy = (1,...,1,7),. Dann gilt
K((k — 1)1]1 + U,‘) = L((l — 1)1)1 + Ul').
Es folgt
(K—L)v;=(L(I—1) — K(k—1))v;.
Falls K = L wire, dann miiite auch gelten

0=(L(—1)—K(k—1))7.
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Daher wire, wegen 7; # 0,
K(k—1)=L(I-1).
Weil K =L, so hitten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung
k # [. Esist also v; = a; - v, da K # L, wobei a; nur von der Partition
P und dem Tripel (K,L,M) € H(P) abhingt.
Sei jetzt Ao ¢ (1,...,1,i);, o = (ji,...,ji) €A;. Mittels Lemma
4.1 folgt aus i < i, daB

(1,...,L,0), <k

und weiter

S(Urs--dn)) =s((L,...,1,0),) <s(k) =5((1,...,1,0),).

Wir erhalten (wieder aus Lemma 4.1) j; < i. v; hat die Darstellung

1
v; = ?EU()\O) — (k — 1)1)1.

Dies errechnen wir aus der Gleichung 5,(\g) = 5,((1,. .., 1,1),). Wir
konnen wegen j; < i die Induktionsvoraussetzung anwenden und
haben damit gezeigt, da} v; die gewiinschte Gestalt hat.

(ZC) (1,...,1,i)k ~ U, Mo = (j],...,jm) €A,
Hier gilt wegen L < M, LI = Mm

S(po) =5((1,...,1,i),) <53(k) =5((1,...,1,0),) <5((L,...,1,i),,).
Es folgt j,, < i. Die Aquivalenz (2.c) ergibt
1
v = ?S,,(uo) — (k= 1)vy.

Wegen j,, < i hat v; die gesuchte Form.
Q) (1., 1,0), ~ gty o= (i1, . im) € Ap.
Aus L < M und LI = Mm schlieBen wir

S(p)=5((1,...,1,0),) <s((1,...,1,0),,).
Es muf} daher i,, < i sein. Wir haben

1

v = ZE,,(,u) — (I = 1)vy.

Laut Induktionsannahme hat v; die gewiinschte Form. O

Proposition 4.3. Sei P eine Partition von A, welche keinen
einelementigen Block enthdlt. Sei (K,L,M) € H(P)\{(0,0,0)},
wobei zwei der Zahlen K, L, M verschiedene Vorzeichen haben.
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Das Gleichungssystem (4.11) besitze einen zulissigen Vektor. Dann
ist der Losungsraum von (4.11) eindimensional. Weiters gilt

K-L-M#0,
bis auf die Ausnahme (bei geeigneter Vertauschung von K, L, M)
r=2, I=1, k=2, L=-2K, M=0, v;=—u; (vgl. (4.46)).

Beweisidee. Teil I besteht wieder aus der Analyse der Ordnungs-
struktur an den Enden. Ziel: nach eventueller Vertauschung von K, L,
M (in allen Féllen wird K < 0, L > 0, M > 0 angenommen) erhalten
wir bis auf (4.46) eine der Moglichkeiten

{AMis v} =< { iy Fma b <+ < {iMas Kmi } < {AMa, B}, (
{ iy v =<ty Ami } =< < {iMas Ama } < {AMaromi }, - (
{0 v = {BMa Ami} < < {EMis Ama } <{AMas fima ), (432
{ i, pomis Fnta < { Amis ma } =<+ =< { Amayfomi } < { AMa,fima }, - (

{)\MinuMi} < {%May/\mi} <= {Klmb)\ma} < {)\ManUMa,/iMi}-
(4.34)

(4.34) ist eine Spiegelung von (4.33). Die Beziehungen (4.30) bis
(4.34) erfiillen

71 <0, 7 >0. (4.35)
(4.30) entspricht folgenden Aussagen
v = —Uy,
Kk < Mm < Ll, Kk=—Ll, L>—K;
Mmv, = K((k — 1)v, +v,—1), Mmv, = K((k— 1)v; + v2),
Llvy = Kkv,, Llv,=Kkv; sind Gleichungen aus dem System (4.11).
(4.36)
(4.31) entspricht den Aussagen
T = -7,
Kk <Mm<Ll, Kk=—Ll, L<—K;
Mmuv, = L((I — 1)vy + v2), Mmv, = L((I — 1)v, + v,_1)
Llvy = Kkv,, Llv, = Kkv, sind Gleichungen aus dem System (4.11).
(4.37)
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Aus (4.32) folgt
Ll=Mm, L <M,
Kkv, = L((I — 1)v; + v2) und
Kkv; = L((I = 1)v, +v,—;) sindGleichungenausdem System (4.11).
(4.38)
Aus (4.33) folgt
Ll=Mm, L<M, Kk+# —LIL
L((I— 1) +v) =K((k—1)v,+v,-1), L((I—1)v,+v,_1)=Kkuvy,
Llvy = Mmv; = Kkv, sind Gleichungen aus dem System (4.11).
(4.39)
Aus (4.34) folgt
Ll=Mm, L<M;
Kkv, = L((I — 1)v; + v2),K((k — 1)vy + v2) = L((I — 1)vy + v,—1),
Llv, = Mmv, = Kkv; sind Gleichungen aus dem System (4.11).
(4.40)

In Teil II zeigen wir, dal der Losungsraum von (4.11) hochstens
eindimensional sein kann.

In Abschnitt III werden wir zeigen, daB (4.33) nur im Ausnahme-
fall

[
r=2, k=I1—-1, m|l, K=—-1, L=1, M=— (vgl. (4.80))
m
auftritt.

Beweis von Proposition 4.3.

Teil I. Wir konnen davon ausgehen, dafl genau zwei der Zahlen K, L,
M nichtnegativ sind. Sei etwa

K<0, L>0, MZ>0,

(Kk <)Mm < LI.
Das fiihrt zu den Moglichkeiten
Ll = Mm, (4.41)

Mm < LI. (4.42)
(A) Wir setzen zunichst
Mm < LI
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voraus und wollen als erstes zeigen, dal daraus folgt
(Aa) 1 <0, v,=-11, Kk=-LIL

Es gilt sogar v, = —v; fiir eine beliebige Losung v = (vy,...,v,).
Wegen K < 0O ist

Kkv, < Kkvy,

wobei (7;) ein zuldssiger Vektor ist. Aus der Annahme 7; > 0 folgt
mittels (4.42) die Ungleichung Mmv, < Llv,. Eigenschaft (P) bewirkt
Kkv, = Mmv, > 0, im Widerspruch dazu ist Kkv, < Kkv; < 0. Es
muf} also

11 <0
sein. (4.42) fiihrt zu der Ungleichung
Liv, < Mmbv,.
Mit Hilfe von (P) schliefen wir daraus
Kkv, = Llv;. (4.43)
Da 7; < 0, folgt aus (4.43)
v, > 0.
Wegen v, > 0, Mm < Ll ist Mmv, < LIv, und daher
Kkv, = Llv,.

Daraus folgt
Kkv,* = LIt, v, = Kkv,2,
das heif3t

und damit
Wegen k # [ mul3

sein. Die Ungleichung
Mm < Ll

liefert also

KMa ~ AMi,  KMi ~ AMa-
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(Ab) Im néchsten Schritt zeigen wir, dal aus
L>—-K
folgt
S(umi) = 5(Kma),  5(pva) = S(Fmi),

und daf} insbesondere fiir M > 0 die Beziehung (4.30) gilt.
Da die Situation bis jetzt symmetrisch ist, konnen wir (eventuell
durch Spiegelung) annehmen, daf

Ty — Tp_y < Ty — 7.
Dann folgt (zusammen mit Kk = —LI, v, = —v;, —K < L):
5(Kma) = Kkv, + K(0,—1 — 0,) < LIty + L(03 — 01) = 5(Ami)-
Wegen (P) und Bemerkung (4.1) gilt daher
Kma ~ p firein p € A,

Ist M > 0, so muBl p = ppg sein, da wegen (4.42) Ay < v ist, d.h.
fiir M > 0 gilt

Kma ~ UMi-
Fiir M = 0 haben wir zumindest
S(pni) = 0 =5(p) = 5(Kima)-
Das liefert in beiden Féllen
S(Kma) — S(kma) = (i) — 5(Awmi),
also
K(0,—1 — 0,) = (Mm — LI)7;. (4.44)
Aus der Annahme
T, — By < Ty — Ty
folgt mittels Kk = —L[ und (4.44)
5(kmi) = Kkvy + K (0, — 01) < —LIvy + K(0, — 0,—1) =
= —LIvy + (LI — Mm)v; = —Mmv, = Mmb, = 5(uma),
das bedeutet

Kmi < [Ma-
Insbesondere mufy
M >0
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sein, da
$(1) = §(hma) < 5(m) < 5(inta)-
Aus (P) und Bemerkung 4.1 folgt
HMa ~ Ama-
Das liefert wie oben
(Mm — L)v, = L(0y—1 — Uy).
Wegen v, = —7; ergibt dies in Kombination mit (4.44)
L=-K,

also einen Widerspruch.
Daher muf}

Uy —Up 1 =02 — 1)

sein, das heil3t

Uy = —Dy_1.
Weil

Uy = —01, U= —Up-1, MM~ Kma
ist, folgt

S(pma) = —5(pmi) = —5(Kma) = 5(Kimi)- (4.45)

Fiir M > 0 ist py, isoliert in A,,, und da (wegen L > —K, Ll = —Kk,
Up = =01, Uy — U] =1V — E1)9

E()‘ma) < g(”mi)

ist, folgt

HMa ~ Emi-
(Ab’) Als nichstes zum Fall

M=0
(die Annahme L > —K gilt weiter). Aus
0 =5(Kma) =5(kmi) (siehe (4.45))

folgt nach Bemerkung 4.1

weiters mufl wegen
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gelten

Wir erhalten den Ausnahmefall

r=2, I=1, k=2, L=-2K, M=0, uv;=—u,
P: v ~ KMa, )\Ma ~ KMi, Kmi ~ W fur ein n e A, (446)
In diesem Fall ist A; = {Awi, Ava }» Ak = {KMis Bmis KMa }> Kmi = FKma-

Innerhalb von A,, kann die Partition P beliebig festgelegt werden.
(Ac) Zuletzt untersuchen wir den Fall

L < —-K.

Der Fall M = 0 146t sich durch die Vertauschungen k <~ [, K— — L,
L+— — K auf (Ab') zuriickfiihren. Fir M > 0 zeigen wir

HUmi ™~ )\mia HMa ~ )\maa

das ist Beziehung (4.31). Die Rechnungen verlaufen analog zum
vorhergehenden Fall. Wir konnen 0.B.d.A.

Up — 0 SV — Upy
voraussetzen. Dann folgt
5(Ami) < 5(Kma)
und weiter
Ami ~ p furein p € A,,.
Fiir M > 0 ist wegen Bemerkung 4.1 p = g, d.h.
Ami ~ HMi-
Das liefert
§(Ami) = 5(Ami) = 5(pmi) — S(hma),
also
L(Dy —71) = (Mm — LI)7;. (4.47)
Aus der Annahme
Ty — Ty < Tp — Ty
wiirden wir mittels (4.47)

$(Ama) <5(pima)
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erhalten. Dann gélte pn, ~ Kmi, also
(Mm — Ll)ﬁr = K(EQ — 51).
Dies fiihrte zu K = —L, ein Widerspruch zu L < —K. Es folgt

Uy = — U1
und damit
HMa ~ Ama-
(B) Wir betrachten nun
Ll = Mm.
Dann ist auch
M > 0.
Wegen [ # m ist L # M. Wir konnen 0.B.d.A.
L<M
annehmen. Hier gilt
Llvy = Mmuv,,
LIv, = Mmbv,.

Aus Eigenschaft (P) folgt
Kkv, > Llv;, = Mmv,, Kkv, < Llv, = Mmb,.
Wegen
L<M, Ll=Mm

haben wir

L(I—=1)0, +702) <M((m—1)0; +72), dh. Ani < fmis

L((I—1)0, +0,—1) >M((m — 1)0, + 0,—1), d.h. A\pa > fma-
Mittels (P) erhalten wir

Ami ~ K, Ama~ K flir k5, € Ay.
(Ba) Wir untersuchen zuerst
Kkv, = Llvy = Mmv;.

Daraus ergibt sich (wegen Ami < fimi)

K = Kma-



60 S. Griines

Also ist

Kma ™~ Ami-
(P) impliziert

KMa ~ AMi ~ HMi-

Wir zeigen

KMi < AMa-
Andernfalls wire

Kkv, = Llv,.

Dies liefert £' = ki (Wegen A\ma > fima) und Kk = —LI. Also ist

Ama ~ Kmi-
Die Gleichung

5(Kmi) = 5(Ama)
reduziert sich wegen Kkv, = Llv, zu
K(vy —01) = L(0,—1 — U)).

Analog folgt aus

Kma ~ Ami
mittels Kkv, = LIv; die Relation

K1 —7,) = L(va — 7).
Addieren wir die letzten beiden Gleichungen, dann erhalten wir
(K+L)(v,—y —0,) = (K+ L)1 — 7).

Da v, < 0y, U,—1 < U, kann nur K + L = 0 sein. Unter Verwendung
der Identitdt Kk = —LI[ ergibt sich k = [, ein Widerspruch.
Fir spa ~ Ami ~ M gllt also

KMi < AMa,
das bedeutet (wegen A\ya = fima) K = Kmi, also
Ama ~ KMi-
Insgesamt fiihren die Relationen
Kk < Ll = Mm, Kkv, = Llv;, = Mmbv,
zu Partitionen der Form

{ i, v, BMa} < - < {AMas iMa }-
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Aus der Annahme L < M folgt
{AMis i Ma} < {FMas Ami} < < {FMis Ama} < {AMas HMa}-
(Bb) Jetzt betrachten wir
Llvy = Mmv, < Kkv,.
Fiir die Partition P folgt
AMi ~ fMis  AMi < KMa-
Mit Hilfe von (P) erhalten wir
Kkv, < LIv, = Mmb,.
Wir konnen uns auf den Fall
Kkv, < LIv, = Mmpv,
beschrinken. Das ergibt Partitionen der Form
i i} =< =< { AMas v }-
L < M ist dquivalent zu den Ungleichungen
L((I— 1)1 +702) < M((m—1)v; 4+ 12),
L((I = 1) 4+ 0p—1) > M((m — 1), + 0,—1).
Aus Lemma 4.1 schlieBen wir
Kkv, = L((I — 1)1y + 72), (4.48)

Kkvy = L((1 — 1)0, + 0,_1). (4.49)
(4.48) bedeutet fiir die Partition P
KMa ~ Ami-
(4.49) entspricht der Aussage
KMi ~ AMa-
Liv; = Mmv, < Kkv, und L < M fiihrt zu
s i b < {FMa, Ami} < < { Ama, Bmi b < {AMas #Ma -

Im Teil II zeigen wir, dal die durch die Partitionen (4.30)—(4.34)
gegebenen Gleichungssysteme hochstens eindimensional sind.

Teil II. Zunéchst bringen wir ein Hilfsresultat. Mit V bezeichnen wir
den Losungsraum des Gleichungssystems (4.11).
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Lemma 4.2. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.3. Wir
nehmen

LM>0 K<0
an. Sei
ve V\{0} und v, =v,=0.
Wir setzen
so = min{i: v; # 0},
to = max{i: v; # 0}

(es ist also 1 < sy <ty < r). Weiters werden \o, |9, ko definiert
durch

M=(1,...,1,5), po=1,...,1,%),, ko= (to,r,...,r);.

Dann gilt die folgende Behauptung:

Ko~ Ao oder Ky~ L.
Beweis. Nach Konstruktion ist

5(ko),  5(ho),  S(uo) #0. (4.50)
(5 steht jetzt fiir 5p, z.B. ist 5(ko) = Kvy,!)
Aus

K= (i1y...,0x) EAx, 11 >1o
folgt 5(k) = 0, daher k ¢ ko nach (4.50). Mittels Lemma 4.1 ziehen
wir aus
i <ty, KF Ko
den Schluf3
K 7 K.

Also ist kg isoliert in Ag. Analog ist )¢ isoliert in A; und g isoliert in
A,,. Eigenschaft (P) bewirkt

ko~w fureinw e A;UA,,.
Wir sind fertig, falls w = )¢ oder w = . Sei zunichst
w=AEA, XN#X, A=(i1,...,0).
Wegen 1y ~ A ist

5(A) = 5(ko) # 0.

Es folgt i; > s9. Nach Lemma 4.1 ist

/\() -<)\N/€0.
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Wegen )y < kg gilt
Ao 7(1 k VK € Ag

(da5(k) =0 VK < ko). Wie oben erwihnt, ist Ay isoliert in A;.
Wir haben abgeleitet: Falls ko ~ A # Ao, dann muBl Ay ~ p fiir ein
w € A, gelten. Wire 11 # 9, so wiirde wie oben folgen

po < f1~ Ao < Ko
und daraus wie oben: g isoliert in A,, sowie

po # K VK € Ay,

o # A VA €A,

Das ist ein Widerspruch zu (P).
Es folgt also

Ao ~ po-
Ebenso folgt aus
Ko~ [ €Ay mit p # g,
dal3
Ao ~ fo-
Daher impliziert ko ~ w fiir w € A\{ o, po} die Gleichungen
5(Xo) = Loy, = 5(po) = Mu,.
Das ergibt
L=M.
Ao ~ o bedeutet eine Gleichung in (4.11). Wir wihlen einen
zulédssigen Vektor v, der ja eine Losung von (4.11) darstellt. Daher
gilt mit
S5(Mo) = L((I = 1)71 + Dy,),
M((m—1)v, + oy,)

Ll
S
—
=
=}
~—

Il

die Identitit
55(Mo) = 55( o).

Mittels L =M und 7; # 0 erhalten wir [ = m, ein Widerspruch.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Folgerung 4.1. Wir setzen

A= (to,r,...,r), 1= (to,r,...,r),, ki =(1,...,1,5).
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Es folgt analog (,,Spiegelung*):
K1~ A1 oder ki~ .
(A) Wir setzen
AMi ~ KMa (4.51)

voraus. Nach Teil I umfait (4.51) die Fille (4.30), (4.31), (4.33).
Insbesondere gilt

HMMa 74 KMi- (452)

AMi ~ KMa 1St aquivalent mit Llv; = kKv, Yv e V.

Wir werden zeigen, dafl der Losungsraum V eindimensional ist.

Lemma 4.3. Es gelten die Voraussetzungen von Prop. 4.3. Wir nehmen
LM>0, K<0
an. Weiters sei
AMi ~ KMa-
Dann gilt die Implikation
veV, v=0=0v=0.
Das bedeutet
Vida;, sodaB YveV v, =au,

also dim V = 1.

Beweis. Der Beweis von Lemma 4.3 erfolgt indirekt. Angenom-
men v € V\{0}, v; =0. Wegen Aquivalenz (4.51) ist v, = 0. Es
seien

S0, lo, )‘07 Mo, Ko, )‘17 M1, K1

wie in Lemma 4.2 und Folgerung 4.1 definiert.

Wir betrachten die Blocke, in denen kg, x; liegen und fiihren
in jedem Fall einen Widerspruch herbei. Nach Lemma 4.2 und
Folgerung 4.1 konnen nur die Situationen o) — d) eintreten.

&) Ko ~ fo, K1~ f
Einsetzen in s, liefert

Kv,, = Mv,,, Kuvs, = Mv,,.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

K* =M?
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und wegen K <0 <M
K=-M.

Einsetzen in 53 liefert

K((k—1)0,+7;,) = M((m — 1)ty + Ty,)

K((k—1)0; +0,) =M((m — 1)0, + 7).
Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir

(k= 1)@ = 1) = (m— 1)(0, —11),

also k = m, ein Widerspruch.

B) Ko ~ Ao, K1 ~ Ay
Einsetzen in 5, liefert

Kv, = Lvy,, Kvs, = Lvy,.

Wie in ) schlieBen wir K? = L?, daher ist

K=—-L.
Fiir die Partitionen (4.30), (4.31) gilt nach (4.36), (4.37)
Ll = —Kk.

In diesen beiden Fillen folgt also mittels L = —K der Widerspruch
=k
Im Fall (4.33) gehen wir wie in a) vor.

) Ko ~ Ao, K1~ [
Das ergibt wie in a)

Kv,, = Lvy,, Kv,, = Muy,,,

also ist
K*=LM.
Aus kg ~ X folgt wegen kg, ~ Ami:
5(ko) — 5(kma) = 5(Mo) — 5(Awi)-

Fiir v liefert das

K(v,, — v,) = L(Ts, — 01).
Wegen K> = LM folgt

M (o, —7,) = K(v5, — 11). (4.53)
Aus p; ~ k1 erhalten wir

M((m —1)v, +7v,) = K((k — 1)0; + 0y,)-
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Die beiden letzten Gleichungen fiihren mittels der Beziehung (4.53)
zu

Mmﬁr = Kkﬁ] .
Das widerspricht der Aussage (4.52)
PMa % EMi-

0) Ko ~ [, K1 ~ A
Wir schlieen aus
Kv,, = Mv,,, Kuv,, = Ly,

daf die Relation
K*=1IM

gilt.
Falls ppmi ~ kma (das entspricht dem Fall (4.33)) folgt aus kg ~ o
wie oben

K(Eto - Er) = M(ES() - E1)'
Kombiniert mit x; ~ A; erhilt man ebenfalls wie oben
LIv, = Kkv;.

Das ist ein Widerspruch zu sy < Ama.
Falls Ky, < pmi (siehe (4.30) und (4.31)) haben wir

KMi ~ AMa;
daher ist Kkv, = LIv,. Damit folgt aus x| ~ A
K(Us, — 1) = L(EO — E,).
Es ergibt sich mit Hilfe der Beziehung K?> = LM
M (v, — 01) = K(7y, — 7).
Ko ~ po liefert
K((k = 1), +7,,) = M((m — 1)v1 +7y,),

daher Kkv, = Mmv,, ein Widerspruch zur Annahme rp, < fimi-
Damit ist Lemma 4.3 bewiesen.
(B) Wir untersuchen jetzt Partitionen P mit

AMi ~ UM, AMa ~ [Mas
das sind die Fille (4.32)—(4.34). Hier ist
LIty = Mmu,
Llv, = Mmv,.
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Wegen v; # 0 gilt

Ll = Mm,
also ist L # M. Sei 0.B.d.A.
L<M.
Im ersten Teil haben wir im Fall (4.32) aus L < M die Gleichungen
Kkv, = L((I — 1)v; + v2), (4.54)
Kkvy = L((I — 1)v, + v,-1) (4.55)

abgeleitet. Wir subtrahieren (4.55) von (4.54) und erhalten
Kk(v, —vy) = Ll(vy — vy) + L(va — v1) — L(v,—1 — v,).
Weiteres Umformen ergibt
(Kk + L) (v, — vy) = L(vy — v1 + v, — v,—1).

Setzen wir speziell einen zulédssigen Vektor (7;) ein, so erhalten wir

Kk + LI > 0.
Es folgt
- L _
T, — 7 :Kk+Ll(U2_UI + 0, — Up1). (4.56)
(4.56) impliziert fiir r > 3 die Ungleichung
L > 1
Kk + LI
und fiir r = 3 die Gleichung
L _ 1
Kk + LI

Im Fall (4.33) haben wir die Relationen
Llvy = Mmv, = Kkv,,
LIv, = Mmv, > Kkv,.
Wieder gilt wegen L < M
Kkvy = L((I — 1)0, + 0,—1).
Mittels der Beziehung Kkv, = LIv; leiten wir
Kk (v, — o) = LI(%, — 7,) — L(B,—1 — T,)
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ab. Daraus folgt
(Kk + LI)(B, — ;) = L(B, — B,1).

Wie oben schlieBen wir

Kk+ LI >0
und daher
B — B = ﬁ (B —Brt). (455')
Fiir r > 2 muB in (4.33)
L > 1
Kk + LI
sein.
Analog leiten wir im Fall (4.34) fiir » > 2 die Ungleichung
L > 1
Kk + LI
ab

Wir nehmen 0.B.d.A. im Folgenden
geT(K,L,M) =1
an.
Fiir
r=2
ist, unabhéngig von der Partition P, der Losungsraum von (4.11)

eindimensional.
(Ba) Wir betrachten jetzt im Fall (4.32)

r=3.
Aus (4.56) folgt
Kk = —L(l—1). (4.57)
(4.54) und (4.57) fiihren zu den Gleichungen

1
U3 = —U —l_—lvz, Uy = —(l — 1)1)1 — (l — 1)1)3. (458)

Wir betrachten eine Losung v’ = (v}, 1), 0;) des Systems (4.11),
welche v) = 0 erfiillt. (4.58) wird zu

Ulz = _(l - 1)1)/37
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Da aus der Relation LI = Mm, L < M die Aussage
[>1
folgt, muf} entweder
vh vy #0 oder vy=15=0
gelten. Angenommen
vh vy #0,
das bedeutet dim V = 2. Wir wihlen 0.B.d.A. v}, = 1. Die Beziehung
(4.58) fiihrt zu

vy=—(-1).

Daher ist v/ = (0, —(I — 1), 1).
_Jetzt untersuchen wir die Gleichungen, welche durch die
Aquivalenz

(2,...,2),~7 TEA

induziert werden. Wir setzen die spezielle Losung o' = (0,
—(I—1),1) in diese Gleichungen ein und leiten aus den entstehenden
Relationen Widerspriiche her.

a) Sei

(2,...,2), ~p fiirein p € A,,.
Dann existieren ganze Zahlen a, b,c > 0 mit
Kkv, = M(avy + b,y + cv3).

Setzen wir die Losung v’ von (4.11) in obige Gleichung ein, so
erhalten wir

—Kk(I—1) =M(=b(I-1) +¢).
Mittels der Relationen Kk = —L(I — 1) und LI = Mm ergibt das

m(l— 17 =1(=b(—1)+c). (4.59)
Daher gilt
I—11-c.
Wegen ggT (I — 1,1) = 1 haben wir
I—1lc.

Es mu3 ¢ = 0 oder ¢ > [ — 1 sein. Fiir ¢ = 0 erhalten wir aus (4.59)
den Widerspruch

mil—1Y=—b-1-(I—1)
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(hier geht [ > m > 1 ein). Der Fall ¢ > [ — 1 reduziert sich wegen
a+b+c=m<lI

auf c=/—1. Hier muB m =1—1 und a = b = 0 sein. (4.59) wird
zu

(1—17 =1(-1),

im Widerspruch zu [ > 1.
P) Sei jetzt

(2,...,2), ~k fiir ein K € Ay.
Das fiihrt zu der Gleichung
kv, = avy + bvy +cv3 a,b,ceZ a,b,c>0,
wobei a + b + ¢ = k ist. Es ist also
(a+c)va = (k — b)vy = avy + cvs.
Wir setzen die spezielle Losung v' = (0, —(/ — 1), 1) ein und erhalten
—(a+c)(l—-1)=c.

Das ist nur moglich, wenn a = ¢ =0und b = kist. (2,...,2), ist zu
keinem anderen Element von A; dquivalent.
y) Zuletzt betrachten wir die Aquivalenz

(2,...,2), ~ X fiirein A € A;.
Es existieren ganze Zahlen a, b, ¢ > 0, sodal}
Kkvy = L(avy + by + cv3)

eine Gleichung in dem System (4.11) ist. Wir formen sie mittels
(4.57) um und bekommen

—(I = 1)vy = avy + bvy + cv;3.
Die Losung (0, —(/ — 1), 1) liefert
(I—1Y2=—(I-1Db+ec. (4.60)
Es muf3
I—1]c

gelten. Wegen a + b + ¢ = [ leiten wir (analog zu (2,...,2), ~ )
die Moglichkeiten c =0 oderc =/—1oderc =1=2ab. Fiirc =0
folgt aus (4.60)

(1—1)°=—(—1)b,
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im Widerspruch zu 5 >0, [ > 1. Falls /| =c=2 ergeben die
Gleichungen (4.60) und a + b + ¢ = [ den widerspriichlichen Wert
¢ = 1. Im Fall ¢ = [ — 1 erhalten wir aus (4.60)

(I—17=—(1I—1b+(I—1).
Diese Identitdt wird nur von b =0, [ = 2 erfiillt. Hier ist m =1,
a=1,c=1—1=1.Die Beziechungen
Kk = —L(l—1) (siehe (4.57)) und LI=Mm

fiihren zu

K|L, LIM.
Wegen ggT(K,L,M) =1 ist

K=-1, L=k, M=2%, v =(0,-1,1).

Die Relation M = 2L zieht eine Gleichung

(k) = (M)
fiir ein A\, € A; nach sich, wenn & isoliert in Ay, ist. Das bedeutet fiir
Rmi

K((k—1)v; + v2) = L(@v; + bvs +¢v3) @,b,c € Z.
Wir setzen die Losung v = (0, —1, 1) ein und erhalten
l=L(-b+7¢) b,cel.

Es folgt k = L = 1 im Widerspruch zur Voraussetzung k # m.

Zusammenfassung: Wir haben im Fall » = 3 von (4.32) — unter der
Annahme, daf} eine nichttriviale Losung v # 0 von (4.11) mit v} =0
existiert — fiir jedes 7 € A

(2,...,2) AT

bewiesen. Fiir jede Losung v = (v, vp,v3) € V von (4.11) mit v; =0
mulB daher v; = v; = 0 gelten. Es folgt dimV = 1.

(Bb) Es bleibt noch in den Fillen (4.32) fiir » > 3 bzw. (4.33),
(4.34) fiir » > 2 die Ungleichung

L
Kk + LI
weiter zu untersuchen. Dann gilt

L {Kk.

> 1
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Daraus schlieBen wir die Existenz einer Primzahl p mit den
Eigenschaften

ps J[Kk, pE|L, p5+1 J[L,
wobei € >0 ganz ist. Sei nun v = (vy,...,v,) eine ganzzahlige
Losung des Gleichungssystems (4.11) mit

v#0, ggT(vy,...,v,)=1.
Weiters seien die Zahlen sq, ¢y definiert durch

so=min{i : p tv;}, to=max{i:ptv}.

Diese existieren wegen der Annahme ggT(vy,...,v,) =1. Wir
schlieen im Fall (4.32) mit Hilfe von (4.54)
plor.

Bei Situation (4.33) folgt dies aus der Relation Kkv, = Llv;.
Gleichung (4.55) impliziert in den Fillen (4.32) und (4.33)
p|Ul.
Also ist in (4.32)—(4.34)
l<so<tp<r

(bei (4.34) argumentieren wir durch Spiegelung).

In die Definition der Zahlen sg, ty geht die Losung v ein. Im
nichsten Lemma zeigen wir, daBl sy, #p nicht von der Losung v
abhéngen.

Lemma 4.4. (i) In der Partition P treten die beiden Aquivalenzen
(1,...,1,50),, ~ (to,r, ..., 1),
(L,...,1,50), ~ (t0,r,...,1),

auf. Wir nennen eine solche Beziehung eine Uberkreuzung.

(i) Eine Uberkreuzung kann nur fiir ein einziges Paar sg, ty
stattfinden. Insbesondere hdingen sg, ty nicht von der gewdhlten
Losung v ab.

Beweis. (i) Seien

ko = (to, 7y 1), po = (L,...,1,50),.
Aus p|v, und p {v,, erhalten wir
P tso(ro)-

Nach Konstruktion gilt
PoIL - sp(A) YA €A,

Daher liegt ko mit keinem /-Tupel in einem Block der Partition.



Gleichungen aup* + bu,' + cu,™ =0 73

Sei 6 > 0 so gewdhlt, daB3
Pk, pt K.

Es folgt
P K (k= Doy +vy).
Wenn
Iﬁ}:(il,...,ik)EAk, i1 > Iy,
dann muf
P [s(k)

sein (weil p|v; Vi > tp). Also ist

ko 7 K, fur k= (i1,...,i) €Ax, i1 > fo.
Wenn

k=(i1,...,0x) €EAx, i1 <ty, KF Ko,
dann gilt nach Lemma 4.1 ebenfalls
Ko % K.

Weil

Ko X A YANEA, Kotk V€A \{ko},
mub fiir ein p € A,

Ko~y =1y o)

sein.
Analog leiten wir fiir ein k € Ay

po~ K, K= (i1, .., Q)

ab.
Jetzt zeigen wir 6 = 0, also

p1K.

Angenommen p|K, dann folgt aus
geT(K,L,M) =1 und p|L

die Aussage

piM.
Daraus schliefen wir

p15(po), pIs(k).

Das widerspricht py ~ k.
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Daher gilt
ptK, 6=0.

Wir haben bereits festgehalten, dafl

P =p t5(ko).

Es folgt
piM,
weil 5(ko) = 5(p) ist und p t5(ko). Daraus schlieBen wir
jm > 50,
weil andernfalls p|v; fiir j = jj, ..., j,. Lemma 4.1 impliziert

p=po oder  p= po.
Aus p 1 M leiten wir p 15(up) ab, daher
i1 < fto. (4.61)
Angenommen, es wire p > po. Wir hitten
Ko~ = o~ K= (i1,...,0%).
Lemma 4.1 impliziert
i > 1,
das steht im Widerspruch zu (4.61). Also gilt

Ko ~ Ho-
Analog (durch Spiegelung) erhalten wir
(L,...,1,80), ~ (to,r,...,1),,.

(ii) Eine beliebige Uberkreuzung
(L,...,L,8), ~ (ur,....r), (1,...,L,8), ~ (ur,...,r),
angewendet auf einen zuldssigen Vektor v fiihrt zu den Gleichungen
M(m — 1)vy + Mo, = Ko, + K(k — 1), (4.62)

K(k — 1)0, + K, = M%, + M(m — 1)3,. (4.63)

Aus der Annahme K = —M erhielten wir durch Addition der beiden
Gleichungen

M(m — k)v; = M(m — k)0,
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Wegen v, # v, wire m = k, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es
muf} also
K #-M
sein. Daher gilt
K> # M. (4.64)
Wir rechnen v, aus der Gleichung (4.62) aus und setzen in (4.63) ein.
Das ergibt
K
K(k—1)7; +M(KEM+K(I<— 1)o,—M(m—1)0,) =M7v,+M(m—1)7,.
Durch weiteres Umformen erhalten wir
(K*> — M), = (M*(m — 1) — K*(k — 1))3, + MK (m — k)T,.

Wegen (4.64) konnen wir v, als Linearkombination von v; und o,
ausdriicken. Dabei sind die Koeffizienten unabhédngig von s und u.
Ebenso sehen wir, daf} sich auch v als Linearkombination von v; und
U, schreiben 14ft, wobei die Koeffizienten nicht von s und u

abhéngen. .
Daher kann eine solche Uberkreuzung nur fiir ein einziges Paar s,
tp auftreten. I

Ergebnis. Aus Lemma 4.4(ii) folgt sofort, da} der Losungsraum von
(4.11) eindimensional sein muf}. Gdbe es zwei linear unabhingige
Losungen, so konnte man daraus eine nichttriviale ganze Losung mit
vy, = 0 konstruieren, was einen Widerspruch zur Definition von s
bedeutet.

Teil ITI. Sei
LM>0, K<O.

Wir betrachten jene Partitionen, welche den Block { Ay, fimi, Kva }
enthalten (Fall (4.33)). Das bedeutet speziell fiir einen zulédssigen
Losungsvektor

Mmv, = Llv, = Kkv,. (4.65)
Es wurde im ersten Teil unter Beriicksichtigung von L # M
KMi < AMa
abgeleitet. Aus der Wahl von
L<M
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folgte
Ami ~ Kma;  Ama ~ KMi-
Die beiden Aquivalenzen ziehen die Gleichungen
L(vy —v1) = K(v,-1 — vy), (4.66)

L((I—1)v, + v,—1) = Kkv, (4.67)
nach sich. Wir nehmen
geT(K,L,M) =1
an.

Lemma 4.5. Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir (K,L,M) €
H(P):

(i) geT(K,L) =1
Es ist sogar die schirfere Aussage

(i) K= -1
richtig.
Beweis. (i) Angenommen, es existiert eine Primzahl p mit
p|lK, p|L. (4.68)
Wegen ggT(K,L,M) = 1 haben wir
piM.

Sei (7;) ein fester zulédssiger Vektor, welcher das System (4.11) 16st.
Sei € > 0 maximal mit der Eigenschaft

Pl — v Vi
Also ist auch
polo, — 0 Vi
Wir setzen
so = min{i: p* {7, — 7},
po=(1,...,1,0),,
Offensichtlich ist

Aus p +M folgt



Gleichungen aup* + bu,' + cu,™ =0 77

Fiir
M:(i17...,im)€Am mit i, < S
gilt

p () =500 s()
u=1
Zusammen mit Bemerkung 4.1 ergibt das
$(p0) — 5(pmi) # 5(p) — 5(umi) Vi € Aw\ {10},
das heil3t
o # o Vi€ Ap\{po}- (4.69)
Wegen (4.68) haben wir
PN = 5(hwi),
p5(k) = 5(kwa).
Daraus schlieBen wir
o %N VA €A (4.70)

o % Kk VK € Ag. (4.71)

(4.69)—(4.71) bilden einen Widerspruch zu (P).
(i1)) Der Beweis wird ebenfalls indirekt gefiihrt. Es existiere eine
Primzahl p mit

pIK.
Nach (i) haben wir
ptL.
Seien ¢, 5o wie in (i) definiert. Wir setzen
Xo=(1,...,1,5),
Wegen p 1 L gilt
P LT, — 1) = 5(h0) — 5(Awn)- (4.72)
p|K impliziert
Ps(k) —5(kma) Ve € Ag. (4.73)
AMi ~ KMa, (4.72) und (4.73) ergeben
5(No) #5(k) VK € Ay,
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das heil3t
Ao # Kk fir diese k.
Fiir
A= (i1,...,0) €A mit i <sp
gilt

PN —5(wi)- (4.74)
(4.72) und (4.74) kombiniert mit Bemerkung 4.1 zeigen
s(Xo) #s(A), Ak VAeA\{ o}
Durch die Bedingung (P) ist ein u € A,, gegeben mit

Ao~ by =iy yipm)-
Wir haben
im < S0,
andernfalls wére wegen der Voraussetzung
L<M, pmi~ Awi
die Ungleichungskette
5(Ao) <5((1,...,1,5),,) <5(p)
richtig. Daher gilt

P @, — 1) = 5(01) — S, (4.75)

Vergleichen wir die Aussagen (4.72) und (4.75), dann ergibt sich
5(Xo) # 5(1).-

Das widerspricht der Aquivalenz

Ao ~ U
Damit ist K = —1 gezeigt. O
Die Gleichungen (4.65), (4.67) fiihren zu den Relationen
Llvy = —kv,, (4.76)
L((I = 1), + 1) = —k7). (4.77)

Wir subtrahieren (4.77) von (4.76) und erhalten
LI, — LI, — L(T,_; — 7,) = —k(B, — T}).
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Es folgt
(Ll — k)(v, — 01) = L(0, — Ty—1). (4.78)
Sei
r=72.

Dann ist

Ll—k=1L, (4.79)
daher

k=L(-1).

Fiir r = 2 ergibt (4.66)
L(v —01) = — (01 — 12).
Also ist
L=1, k=I1-1, [=Mm. (4.80)
Die Gleichung (4.76) wird zu
vy = —kvp, = —(1— 1)0,.

Der Losungsraum ist eindimensional.

Fiir

r>2

zieht die Formel (4.78) die Ungleichungen
O<Ll—k<L
nach sich. Es gilt
LtLl—k

und damit auch

L1k.

Sei p eine Primzahl, £ > 0 mit

pIL, p*tk, pT' L.

Wir gehen weiter vor wie in Teil II. Die Zahlen s, o werden wie
frither definiert, das heif3t

so = min{i: p t0;}, to = max{i: p 17;}.
Wegen (4.77) ist
S0 > 2.
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Mit Hilfe von (4.76) schlieBen wir
to<r—1.

Sei v = (vy,...,0v,) eine ganzzahlige Losung des Systems (4.11). In
Teil II haben wir gesehen, daB so, 7y nicht von der gewéhlten Losung v
abhidngen. Weiters haben wir die Aquivalenzen

(L,...,1,50), ~ (to,r,...,7);,
(1,...,1,80), ~ (to,7,...,r),
gezeigt. Diese fiihren fiir K = —1 zu den Gleichungen
M(o,, — 1) = (—1)(T;, — Ty), (4.81)
(—=1)(v5, — 01) + L(By—1 — ;) = M(Ty, — Ty). (4.82)

Bei der Ableitung von (4.82) haben wir die Beziehung (4.77)
verwendet. Addition von (4.81) und (4.82) ergibt

(M —1)(By, — T1 + Ty — B,) = L(T, — T_1).

Da
B, — Ty >0, — By, Dy, — 0 >0
ist, erhalten wir
M—-1<L.
Das widerspricht der Voraussetzung
L<M.
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