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Gleichungen au;,” + bu,! + cu,™ =0
in linearen rekurrenten
Folgen (u,), Teil 3

Von

Susanne Griines

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 21. Mirz 2002
durch das w. M. Edmund Hlawka)

5. Die Beweise der Theoreme 3.1. und 3.2.

Im vorigen Abschnitt haben wir ausschlieBlich solche Partitionen
untersucht, die kein Singleton enthalten. Fiir diese haben wir unter
der Bedingung

g>1
die Aussage H(P) = {(0,0,0)} abgeleitet. Nach dem Satz von

Laurent ist S(P) endlich.
Bei Proposition 4.1 haben wir gefordert, dal der Rang g der von

den Zahlen o, . .., a, erzeugten Gruppe G ungleich Eins ist. In Satz
5.2 spielt der Rang g von G keine Rolle. Wir setzen lediglich
r>1

voraus und zeigen, da8 S(P) fiir jede Partition P, die einelementige
Blocke besitzt, endlich ist.

Wir benétigen fiir den Beweis dieses Resultats eine Aussage iiber
die Losungsmenge der Gleichung

u, = c. (5.1)
Satz 5.1 garantiert, dal} es fiir eine nichtdegenerierte und nichtpe-

riodische Rekurrenzfolge {u,},., mit beliebigem Rang r > 1
hochstens endlich viele n € Z gibt, die der Gleichung (5.1) geniigen.
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Wir leiten ihn aus dem Satz von SKOLEM-MAHLER-LECH und
anderen, im 1. Kapitel erwahnten Ergebnissen ab.

In der Literatur, siehe etwa [8], wird Satz 5.1 auch als Theorem
von SKOLEM-MAHLER-LECH bezeichnet.

Satz 5.1. Sei {u,},., nichtdegeneriert und nichtperiodisch und sei
r>1.

Dann besitzt die Gleichung (5.1)
u, =c

hochstens endlich viele ganzzahlige Losungen n.

Beweis. Laut Satz 1.1 und Bemerkung 1.2 14t sich {u,},., in der
Form

=Y iwo" (ne2)
=1

schreiben, wobei die Funktionen f; # 0 komplexe Polynome sind.

Wir nehmen zunichst an, daf3 sich unter den Zahlen «y,...,a,
eine Einheitswurzel befindet. Diese werde mit «, bezeichnet. Aus
(5.1) folgt

Zﬁ(n)aj" +fi(n)aj," —c=0 (5.2)
i
v, habe die Ordnung w. Daher gilt
o, =1,
ajf #1 firl <i<w.

Wir unterteilen die ganzen Zahlen nach Restklassen mod w. (5.2) 1a3t
sich durch eine Gruppe von w Gleichungen der Gestalt

Jo

J#jo
darstellen, wobei «;" = «;,* fiir jede Restklasse x (modw) eine
nichttriviale Konstante ist. Fiir » = 1 haben wir die Identitédten

<ﬁo(”) - %) ’ ajox =0,

Qj
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also

fiy(n) ——— =0 n=x(modw). (5.4)

Da {u,},., nichtdegeneriert und nichtperiodisch ist, mufl nach
Korollar 1.2 f;;, ein nichtkonstantes Polynom sein. Demnach ist

ﬁo (I’l) -

c

Q"
nichtkonstant fiir jede Restklasse x (modw), und die Gleichungen
(5.4) besitzen hochstens endlich viele Losungen.
Fiir r > 1 kann es nach Korollar 1.1 fiir die Gleichungen (5.3)
hochstens endlich viele Losungen geben.
Wenn sich unter den Zahlen «y,...,qa, keine Einheitswurzel
befindet, so haben wir die Gleichung

> flme" —c-1=0. (5.5)
j=1
Nach Satz 1.1 wird durch
> fima —c- 1"
j=1

eine Rekurrenzfolge definiert, ndmlich u, — ¢, die offensichtlich
nichtdegeneriert ist. Korollar 1.1 sichert uns die Endlichkeit der
Losungsmenge von Gleichung (5.5). O

Folgerung 5.1. Sei {u,},., nichtdegeneriert mit Rang r > 1. Dann
hat die Gleichung

U, =c
eine endliche Losungsmenge.

Beweis. Laut Korollar 1.2 hat jede nichtdegenerierte periodische
Folge den Rang 1. Da nach Voraussetzung r > 1 ist, sind die
Bedingungen von Satz 5.1 erfiillt, und die Gleichung (5.1) besitzt
hochstens endlich viele Losungen n € Z. O

Wir erwidhnen noch das folgende Ergebnis, welches eine
quantitative Version von Satz 5.1 darstellt (siehe auch §1). Es beweist
die Verallgemeinerung einer Vermutung von Ward aus den 30er
Jahren.
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Theorem 5.1 (SCHLICKEWEI). Sei {u,},.;, eine nichtdegenerierte
und nichtperiodische rekurrente Folge der Ordnung t mit einem
charakteristischen Polynom, dessen Nullstellen o, ..., q, in einem
algebraischen Zahlkorper vom Grad d liegen. Dann gilt fiir die
Vielfachheit U die Abschditzung

U < d6(t+l)22228(t+1)!.

Der Beweis ist kompliziert und beruht wieder auf einer der
zahlreichen Varianten des Teilraumsatzes. Naheres findet sich in [7].
Satz 5.2. Sei P eine Partition mit mindestens einem Singleton und

r>1.
Dann ist S(P) endlich.

Beweis. Sei etwa {u} € P. Es folgt aus der Darstellung (3.8)

H,(q) - ¢u* = 0. (5.6)
H,(q) ist ein ganzzahliges Vielfaches von ¢ - f; (q) .. .f;,(¢) mit p =
(i1, .., im) € An. @, bezeichnet das Produkt o ...c;,. wo ist der

konstante Term im charakteristischen Polynom der Folge {u,}, ;.
Also gilt wg = o ...a,. Da wy # 0 ist, miissen die Zahlen o; fiir
1 <i < r ungleich Null sein. Daher gilt

Hu(Q) =0.

H, ist nicht das Nullpolynom, weil die in der Relation (3.3)
auftretenden Polynome f; # 0 sind. Hochstens endlich viele g € Z
erfiillen die Gleichung (5.6). Fiir ein festes gg nimmt (3.1) die Form

a-u+b-u'+c-u,"=0 (5.7)
an. Mit Hilfe von Satz 1.1 146t sich (5.7) folgendermaBen schreiben:
S TFh) 0+ Gan) A"+ ug," =0, (5.8)

KREA AEA;

(5.8) ist wieder eine Gleichung vom Typ (2.1) mit N =2,
I=A,UAU {w*}, X = (h,n),

e = (o, 1), fulx) = Fu(h) fiir & € Ay,
o) = (1,g0,\), f)\(x) = G,\(I’l) fir A € A,
ax = (1, 1), fx(x) =c-ug,".

c-ug™ ist konstant. Der Fall f «(x) =0 wird in der Arbeit von
SCHLICKEWEI und SCHMIDT [8] behandelt. Sei Q eine Partition von
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BU{w*}, wobei Ay UA; = B gesetzt wird. Im zweiten Paragraphen
haben wir H(P) als Menge jener x € Z" definiert, welche

Oé,'x = Oéjx VI,]mlt i N]

erfiillen. In unserem Fall ist H(Q) gegeben als Menge aller (K,L) €

72, die den Gleichungen

K K ..
O = Qu, fUr K1 ~ Ko,

(p)\]L = (p)\zL fur /\1 ~ )\2,

0K =p\F fiir K~ A\

oK =1 firk~w",

ol =1 fiir A ~ "
geniigen. Jeder Partition Q von B U {w™} kann eine Partition P von A
zugeordnet werden, indem man das Urbild der Klassen unter der
Abbildung m: A — BU {w*},

m(w) =w firw € B,

7(p) = w*  fiir p € A,
betrachtet.

(K,L) € H(Q) ist dann gleichbedeutend mit (K,L,0) € H(P). (5.9)

Enthdlt Q hochstens {w*} als Singleton, dann besitzt P kein
Singleton. Wir haben in den Propositionen 4.2 und 4.3 ohne
Verwendung der Voraussetzung g > 1 gezeigt, dal fiir K, L # 0 das
Tripel (K, L,0) nicht in H(P) liegt, auBer die Partition P wird durch
(4.27) oder (4.46) beschrieben. In diesen beiden Fillen ist » = 2 und
es gilt, wie wir im 6. Kapitel zeigen werden, in der Darstellung (3.3)

filn) = A, € C*, fn)=A,€eC* VneZ
Die Gleichung
H,(q) =0

und damit auch die Gleichung (5.6), besitzt keine ganzzahlige Losung
g. Wird die Partition P durch (4.27) oder (4.46) definiert, dann ist
S(P) die leere Menge. In den anderen Fillen ist wegen H(P) =
{(0,0,0)} auch H(Q) = {(0,0)}. Aus Korollar 2.1 folgt, daB S(Q)
endlich ist.

Es bleiben nur noch jene Partitionen Q zu betrachten, die ein
Singleton besitzen, das zu B gehort. Sei 0.B.d.A.

{k} € Q.
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Wir erhalten die Gleichung
F.(h)- ¢ =0.
Analog zu oben ergibt sich
F.(h) =0, (5.10)

wobei F,; ungleich dem Nullpolynom ist. (5.10) hat hochstens endlich
viele ganzzahlige Losungen h. Jede dieser Losungen fiihrt (5.7) in
eine Gleichung der Form

b-u,'=A (A eine Konstante) (5.11)

iber. Aus (5.11) erhalten wir wieder endlich viele Gleichungen der
Gestalt
u, =B (B eine Konstante). (5.12)

Da {u,},., nichtdegeneriert ist, gibt es wegen der Folgerung 5.1
hochstens endlich viele Losungen der Gleichung (5.12).

Wir haben gezeigt, daB S(Q) fiir jede Partition Q von
ArUA;U{w*} endlich ist. Daher ist auch S(P) endlich, falls P
Singletons mit Elementen der Lange m enthalt.

Analog gehen wir in den Fillen {A\} € P oder {k} € P vor. []

Bemerkung 5.1. Wenn P eine Partition ist, welche einelementige
Blocke mit Tupeln von unterschiedlicher Léinge besitzt, etwa

{A}, {x} € P,
dann geht der Beweis einfacher.
Wir erhalten

F.(h)p" =0, G (n)p)" =0.
Wie oben schlieBen wir ¢, - @) # 0 und
F.(h) =0, Gy(n) =0,

F.#£0, G, #0. (5.13)

Es existieren hochstens endlich viele Losungen (h,n) des Glei-
chungssystems (5.13). Die Gleichung (3.1) hat fiir eine spezielle
Losung (hg,np) von (5.13) die Form

a-up* +b- ' +c-u"=0. (5.14)

Unter Benutzung des Satzes von SKOLEM-MAHLER-LECH (siehe
Folgerung 5.1) erhalten wir, daf3 (5.14) von hochstens endlich vielen
ganzen Zahlen ¢ erfiillt wird. Daher ist S(P) eine endliche Menge.
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Beweis von Theorem 3.1. Aus der Voraussetzung g > 1 folgt wegen
Proposition 4.1 fiir jede Partition P ohne Singletons, daB S(P)
endlich ist. Da g > 1 impliziert r > 1, mufl nach Satz 5.2 fiir jede
Partition P mit Singleton die Menge S(P) endlich sein. Daher besitzt
die Gleichung (3.1) hochstens endlich viele Losungen. O

Lemma 5.1. Die Anzahl Z der Partitionen einer n-elementigen
Menge M ist durch

2

21’!
nach oben beschrdnkt.
Beweis. Wir ordnen jeder Partition {Aj,...,A;} eine Permutation
von M auf folgende Weise zu: Ist A; = {ay,...,a,}, so wird A; der
Zyklus (ay,...,a;) zugeordnet, wobei a; < --- < a, sein soll. Der

Partition P wird dann das Produkt dieser elementfremden Zyklen
zugeordnet. Diese Zuordnung ist injektiv. Es gibt n! Permutationen
von M. Daher ist

Z <nl.
Wegen n < 2" gilt
n! < 2”2,
also
Z <2
Satz 5.3. Sei {u, },., eine nichtdegenerierte Folge mit Ordnung t und
Rang r. Die Nullstellen o, ..., «, des charakteristischen Polynoms

und die Koeffizienten der Polynome f;, 1 < i < r in der Darstellung
(3.3)

r
Uy = Zﬁ(”)ain
i=1

liegen in einem algebraischen Zahlkorper K vom Grad d. Der Rang
g der von «y,...,q, erzeugten Gruppe sei grofier Eins. Seien
a,b,c € K*. Wir definieren M = max{k,l,m}. M(K) bezeichne die
Menge aller Absolutbetriige auf K, welche eine Fortsetzung des
gewohnlichen oder eines p-adischen Absolutbetrages auf Q bilden. Es
sei S C M(K) die Menge der archimedischen Absolutbetrdige | |, auf K
zusammen mit den nichtarchimedischen Absolutbetréigen, welche

lagl, #1 fireini, 1 <i<r
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etfiillen. S ist eine endliche Menge, und wir schreiben s fiir die
Kardinalitidt von S. P sei eine Partition mit mindestens einem
Singleton. Dann gilt

7od4d (M)

IS(P)| <2
Beweis. Sei etwa {u} € P. Die Gleichung (5.6)
Hu(‘]) ) ‘Puq =0
besitzt hochstens m - t Losungen, da
Gradfi=0;,— 1<t furl <i<r.
Fiir eine feste Losung g¢ von (5.6) gilt die Gleichung (5.7)
a-uhk+b-unl+c-uqo'":0.
Falls die im Beweis von Satz 5.2 definierte Partition Q ein

Singleton {x} hat, besitzt die Gleichung (5.10) hochstens & -t
Losungen. (5.7) nimmt dann die Form

b-u'=A4
an. Daraus entstehen hochstens ! Gleichungen der Gestalt
u, = B.
Nach Theorem 5.1 gilt fiir die Losungen dieser Identitéit die obere
Schranke
O g2

Zu festem go und {x} erfiillen hochstens
[ k-t-qoutD? 2%

(h,n) € 7% die Gleichung (5.7). Im Fall {\} € Q erhalten wir
dieselbe obere Schranke.

Besitzt Q hichstens {w™} als Singleton, dann ist nach dem Beweis
von Satz 5.2 — bis auf zwei Ausnahmen, fiir die aber S(P) = () ist —
die Gruppe H(Q) = {0}. Fiir {w*} € Q erhalten wir ¢ - u,,™ =0,
das entspricht der Situation in [8]. Tritt in Q kein Singleton auf, so
konnen wir Korollar 2.1 anwenden. Wir schitzen die Kardinalitit von
A;UA; U {w*} nach oben ab.

(I"—}—é— 1) + <r—|—i— 1> +1< 2r+l—1 +2r+k—l < 2t+max{k,l}.

Es gilt

t+1)!

IS(Q)] < oz
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Hier sind die Parameter von Theorem 2.2

N=2  6<t-max{kl}, D= (2;‘5),

A UA, U {w*}| < 2rtmexdkd}

Fiir {w*} € Q erhalten wir nach [8] dieselbe Abschitzung. Es ist zu
sehen, daB obige Schranke groBer ist als jene im Fall {x} € Q oder
{A\} e Q.

Die Anzahl der Partitionen Q der Menge A; U A; U {w*} ist kleiner
als

t+max{k,/})

22
In der Gleichung (5.7) konnen maximal

222(l+ma‘x{k.1}) ) 2320 +2S7243d1(4'+m‘dx{ky’})!

Losungen auftreten. Daher besitzt (3.1) fiir {} € P hochstens

2(t+max{k,l}) 7 43(1!(4’*11‘33‘{/6"})[
m-t-22 . 9320+2572 (5.15)

Losungen. Wegen

(4t My < 237244&(4’*/‘4)!

(5.15) < M -1 22 932042728

ist Satz 5.3 fiir alle Partitionen P mit {i} € P bewiesen. Wir erhalten
durch analoge Rechnungen dieselbe Schranke in den Fillen {x} € P,

{\} e P. O

Beweis von Theorem 3.2. Sei P eine Partition ohne Singleton (die
Situation einer Partition mit Singleton wird in Satz 5.3 untersucht).
Nach Proposition 4.1 fiihrt die Voraussetzung g > 1 zu H(P) = {0}.
Wir verwenden ein Resultat von Schlickewei und Schmidt {iber die
Kardinalitdt von S(P), namlich

S(P)] < 220N s

(siehe Kapitel 2). Im Folgenden bendtigen wir eine Abschitzung fiir
D - |I| mit den Parametern

N =3, I =|A]
Wir werden
D-|A| < 6"M

zeigen.
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Firx € Z, x > 0 gilt

3

xm3 < et
Daraus folgt fiir M >3,¢r>1
MRS = (M3 < M,
Daher ist

éln(Mt)S < M+,
also ist
In(Mz)* < (M +1)In3.
Das fiihrt zu der Aussage
(Mr)? < 3+M, (5.16)

Jetzt schitzen wir die Kardinalitdt der Menge A = Ay UA; UA,,
nach oben ab. Es gilt

r+k—1 r+1-1 r+m-—1
|A| = + + <
k l m
< 2r+M71 + 2r+./\/l72 + 2r+./\/l*3 —
4. 2r+./\/l*3 + 2. 2V+M*3 4 2V+M*3 —

M-=3 M M
:7‘2r+ <2r+ <2H— ,

also ist

A| < 2"M, (5.17)

Aus g > 1 folgt r > 1 und damit
Gradfi=0,—1<t—1 Vi, 1<i<r.
Wir schlielen
Grad F, < (t— Dk < (t—1)M VK € A;.
Analog haben wir
Grad Gy < (t—1)M VA€A;, GradH,<(t—1)M VYueA,.
Wegen M > 3 erhalten wir
O6<tM - MM -3,
Also ist
o0+1, 642, 6+3<tM.
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Mittels (5.16), (5.17) ergibt das

DA = <3+6>|A|:(6—|—1)(646—2)(6+3)|A| <

3
(M) Sim 3 YHM _ gt M-1

6 - 3.2
Theorem 2.2 liefert mit den Parametern
N=3, §<(t—1)M, A < 21tM

und der Ungleichung
D-A| < 6tM
die Abschitzung

N4 T A43dI(DIA])! 24 7. T B TMY)
’5(7))|<220N+N3 2 <2203+3A 2

Die Schranke in Satz 5.3 ist kleiner als diese Zahl. Wegen Lemma 5.1
und (5.17) gilt, da3 die Anzahl der Partitionen durch

222([+A/1)

nach oben beschrénkt ist. Daher kann die Losungsmenge von (3.1)
durch

6H»/\/1)!

222(14»/\/1) ) 220'34+3'S7'243d!( (5'18)
nach oben abgeschitzt werden. Aus
2034+ 22t+M) (T 243d!(6‘+/‘/’)1
folgt
47 2836 M)! §7.pMdi(6 M)
(5.18) <2 <2
Damit ist Theorem 3.2 bewiesen. O

6. Erginzungen und Beispiele zum Fall g = 1

Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dall in Proposition 4.1 auf die
Voraussetzung

g>1

nicht verzichtet werden kann. Im zweiten Beispiel liegen die Zahlen
v; nicht symmetrisch beziiglich des Nullpunkts, das heil3t

vi+v #0 Vi#].
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Im Falle einer Gruppe G = (ay,...,a,) vom Rang g=1 gilt
«o; = g;B" fiir n; € Z, ¢; Einheitswurzel (1 <i < r), wobei ( keine
Einheitswurzel ist.

Beispiel 1. Sei a € C*, o keine Einheitswurzel, r = 3. Wir setzen

1
o) =€ Q, a2=52~1, a3 = €3 —.
[0}

Dann ist g =1 und

x; =1, x, =0, x3 = —1.
Wir wihlen x = —1 und erhalten

v = —1, v, =0, vy =1,
wobei v; = (x;,x). Fiir beliebige natiirliche Zahlen

m>1, L>1
setzen wir
k=2m—1, [ =2m.
Also ist
k=1-1.

Die Partition P sei definiert durch die Aquivalenzen

(L., 1), ~(1,...,1),, (1,....1),~(1,...,1,2),
Gy 3),~(3..03),, (3r3) ~(2,3,...,3),

(1,...,1,3), ~(1,...,1,2,2),, fiirs=k,I,m,
(1,...,1,2,...,2), ~(1,...,1,2,...,2), firl<t<m,
—— T
t t
(1,...,1,2,....2) ~(1,...,1,2,...,2), firl <t<k.
N—— SN——
t t+1

Dak=2m—1,1l=2mist, gilt m < k < L.
Sei t > 2. Dann ist

(.. 1,2,...,2,3,.0.,3) ~(1,...,1,2,...,2,3,...,3)..
—— — ~——
t u t—2 u+1
Sei t < 2. Aus s = 2 folgt m = 2. Es gilt
(I,Z)m ~ (1727272)17 (173);71 ~ (272>m7 (273)m ~ (2727273)1‘

N
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Fiir s > 2 haben wir

95

(o1, 2 30~ (0 2,2,2,3,.0),
M~ — N~

=1 u t+2 u
13 )~ (223,00,
( )s ~ ( )s

t=0 u t+2=2  u—1

Aus (1,...,1), ~(1,...
KkU]

Wir erhalten

,1,2), folgt die Gleichung
L((l — I)U] + Uz).

Kk =L(l—1).
Wegen k =1—1 gilt
K =L

P besitzt kein Singleton. Der Vektor v = (—1,0,1) muf eine
spezielle Losung des Systems (4.11) sein, welches durch P bestimmt
wird. Dann ist H(P) = {(L,L,2L): L € Z}.

Beispiel 2. Seien

r=10, g=1,
k=151, [1=84, m=>54,
K=5 L=9, M=14,
vy =-36, v, =-32, v3=-28, v4=-27, v5=-23,
vo=—18, v;=0, vs=7, v9=38, wv=09.

Die Zahlen v; besitzen die Eigenschaft
l)i—i-Uj;'éO Vl#j

Es gelten die Relationen
200 = vy + v3,
3ve = 2v4 + v7,

41.74 = 31)1 + vy,
21)9 = vg + V10,

U1 + U5 = U + Uy, 1)1+U6:21)4,

U] + U9 = v3 + U7,

Sv3 = 3v; + vy + vy,
3v7 = ve + 2v10,

21)5 = 03 + Vg,
51)8 = vy + 31)1() + vy,

31)1 + Ug :21)3 + U4 + Vg,

U] + V10 = V4 + U7,
U3+010:D4+09, 1)4+010:U3+Ug,

Ve + 2010 =307, vy +4vio = dvg + V9,

Uy + V19 = U5 + 07,
vs5 4+ 3019 = vg + 208 + Vg,
v + V1o = 209,
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5((1,...,1,2),,) =s((1,...,1,2),),
(( a"'7174) ):E(( '71’474)k)7
5((9,10,...,10),,) ((9,10,...,10)k).
Wegen k,[,m > 54 und r = 10 muB in jedem 7 € A eine natiirliche
Zahl #(7), 1 <t(r) < 10, mindestens 6-mal auftreten. Daher gibt
es eine Partition P, welche die obigen Gleichungen induziert und

die keinen einelementigen Block enthélt. Sei v = (vy,...,v1). Wir
definieren P durch

T~ A& 5,(T) =55(N).
Das Tripel (5, 9, 14) liegt in der Gruppe H(P).

Die nidchsten Beispiele zeigen, dal es in H(P) nichttriviale
Elemente geben kann, bei denen eine Komponente Null ist. Dabei
konnen in P einelementige Blocke auftreten.

Beispiel 3. (Ausnahmefall in Prop. 4.2, vgl. (4.27).) Seir =2, =2,
m =1, v = —v;. In P gelten die Aquivalenzen
AMi ~ [Mis AMa ™~ [1Mas Ami ~ KMi

(es geniigt A\ ~ k fiir ein K € Ay). In Ay kann die Partition beliebig
festgelegt werden. Dann gehort fiir jede ganze Zahl L das Tripel
(0,L,2L) zur Gruppe H(P).

Beispiel 4. (entspricht bei geeigneter Umordnung dem Ausnahmefall
in Prop. 4.3, vgl. (4.46).) Sei r =2, =2, m=1, v, = —v;. Die
Partition P ist definiert durch

HMi ~ AMa, HMa ~ AMi, Ami ~ KMi

(oder A\ ~ kfiireink € Ay), die Aquivalenzen innerhalb von Ay, seien
beliebig gegeben. Fiir jede ganze Zahl L liegt (0, L, —2L) in H(P).

Die Partitionen in den Beispielen 3 und 4 sind ,,im wesentlichen*
die einzigen, fiir die H(P) nichttriviale Elemente (K, L, M) mit

K-L-M=0

besitzt. Der folgende Satz ist auch fiir g = 1 richtig.
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Proposition 6.1. (a) Fiir eine beliebige Partition P (mit oder ohne
Singletons) und fiir jeden zuldssigen Vektor gilt

v <0 <7,

(b) Sei P eine beliebige Partition, welche nicht eine Gestalt, wie
sie in (4.27) oder (4.46) auftritt (bei geeigneter Vertauschung von
K, L, M), besitzt. Dann gilt fiir jedes Element (K, L, M) € H(P)

K-L-M#0.

(c) Sei ‘P eine Partition mit Singletons, die nicht von der Form (4.27)
oder (4.46) ist. Dann ist H(P) = {(0, 0, 0)}.

Der Beweis beruht auf den Propositionen 4.1-4.3 und dem Satz 5.2.

Folgerung 6.1. Gibt es in I (fiir die Definition von I siehe §4) einen
Vektor (7y,...,7,) mit 0 < 7y < ... < ¥, dann ist fiir jede Partition
P die Gruppe H(P) = {(0, 0, 0)}.

Zu den Beispielen 3, 4 lassen sich rekurrente Folgen {u,},.;
angeben, fiir die Gleichung (3.1) unendlich viele Losungen
(h,n,q) € Z° besitzt. {u,},., hat dann die Form

1 n
u, = A, (—n—l—p(sa) ),
oY

wobei o € C* keine Einheitswurzel ist. Umgekehrt kann man zu
jeder solchen Folge Zahlen a, b, c € C* wihlen, sodaB die Gleichung
(3.1) unendlich viele Losungen hat.

Wir werden zunidchst aus den Beispielen 3 und 4 notwendige
Bedingungen fiir {u,},., herleiten, damit unendlich viele (4, n,q) €
Z3 der Identitdt (3.1) geniigen. Dazu untersuchen wir die von den
Aquivalenzen

AMi ~ HiMis  AMa ~ Uma (Beispiel 3)
PMi ~ AMas  MMa ~ Awi (Beispiel 4)
induzierten Gleichungen. Diese sind von der Gestalt
f(m)a™ =gn)B", f,g € Clx. (6.1)
Laurent behandelt in seiner Arbeit [2] solche Gleichungen.

Satz 6.1 (LAURENT [2]). Seien o, € C* keine Einheitswurzeln.
Weiter seien f,g nichttriviale Polynome, deren Koejgﬁzienten in C
liegen. S bezeichne die Menge aller Paare (m,n) € Z° mit

fm)a™ = g(n)B".
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Wir setzen

S| = o0
voraus. Dann existieren zwei ganze Zahlen r # 0, s # 0, welche die
Relation

o =04 (6.2)
etfiillen. Sei 11 die Linearform

II(m,n) = rn —sm

zu einem festen Paar (r,s) mit der Beziehung (6.2).

(i) Ist I1(S) endlich, dann gibt es eine ganze Zahl t, sodaf3 S aus der
Vereinigung einer endlichen Menge und einer affinen Untergruppe
A der Dimension 1 besteht, wobei A in 117! (t) enthalten ist.

(ii) Wenn II(S) eine unendliche Menge bildet, dann ist eines der
beiden Polynome konstant, wdhrend das andere genau eine
(eventuell mehrfache) Nullstelle besitzt.

Im Beweis von Theorem 6.1 tritt (mit anderen Bezeichnungen) die
Gleichung
6" = (t—~)° (6.3)
in den Variablen #, w € Z auf. Dabei sind o # 0, § # 0 und « komplexe
Zahlen, e ist natiirlich. Ferner sei 6 keine Einheitswurzel. (6.3) wird in
den Arbeiten [9, 11] untersucht. Wir zitieren Lemma 2 in [9].

Satz 6.2 (SCHLICKEWEI, SCHMIDT). Die Gleichung (6.3) besitzt
hochstens dann unendlich viele Losungen t,w € Z, wenn v € Q und
e Z fiir ein ue Z\{0}. Im Fall unendlich vieler Losungen
bestehen diese aus einer endlichen Menge und ein oder zwei
Einparameterfamilien t(s), w(s) vom Typ

t(s) = cR* +~, w(s)=as+b (seN).
Eine zweite Losungsfamilie kann héchstens dann auftreten, wenn e
gerade ist. Diese hat die Gestalt

t(s) =R’ + 1, w(s)=as+b (seN).
R ist eine rationale Potenz von § mit R > 1, R € Z. a, b, b’ sind ganze

Zahlen mit au > 0 und c,c € Q.
Im Folgenden seien

hi,ni € Z, A; € C*, a € C* keine Einheitswurzel,
¢, ¢ Einheitswurzeln mit ¢ = 1.

Korollar 6.1 und Theorem 6.1 zeigen, dal im Fall g = 1 Gleichungen
vom Typ (3.1) angegeben werden konnen, die unendlich viele
Losungen (h,n,q) € Z° zulassen.
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Theorem 6.1. Sei {u,},., eine nichtdegenerierte rekurrente Folge,
die einer Gleichung (3.1) geniigt. Weiters sei P eine Partition, welche
durch einen der Ausnahmefiille (4.27), (4.46) definiert ist. Wir setzen
voraus, daf; die Kardinalitdit

[S(P)] = oo
ist. Dann ist die Folge {u,},., von der Form
1
U, = A (—n + p(ea)") Vnez, (6.4)
"

wobei A, € C*, o € C* keine Einheitswurzel, € eine Einheitswurzel
ist. Sei o die Ordnung von e.
Im Fall (4.27) ist
p=e? o2 ,
wobei (0,q1) eine Losung des Systems (6.8), (6.9) ist. {uy},., ldft
sich in der Gestalt

1
Up_q =A <J + (&?a)") AccCH

darstellen. Die Gleichung (3.1) lautet dann
2

p 6wuhk+un2—Auq:O hy, we Z, A=A a7, aozuhok,
0

(6.5)
wobei hy eine der endlich vielen Losungen von (6.19) ist. Fiir alle
w € Z liegen die Tripel

(ho,n,2n+q;) Yn=w —q; (modo),

Y Losungen hy von (6.19)
in S(P). Diese Tripel sind, bis auf endlich viele, alle Elemente von

S(P).
Tritt der Fall (4.46) ein, so ist
—e =2 - 1
pz(a?aTz:Caf&zf’ e:2n1+q1, (..3:17](‘:_%652)

wobei (q1,n1) eine Losung des Systems (6.21), (6.22) ist. {u, } 5 ldfit
sich in der Form

1
Uy =A <J + (5a)"> AecCH
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darstellen. Gleichung (3.1) besitzt die Gestalt

24% ,
— T "Cupk 4w, — A52Wg“2uq =0 (6.6)
ao
mithy € Z,w=n1 +f,ay = uhok,A = Ao € C*, wobei hy eine der
endlich vielen Losungen der Gleichung (6.36) ist.
Die Tripel

(ho,n,—2n —3f) VYn=w—f (modo),
Vhy € Z, die (6.36) erfiillen,

gehoren zu S(P) und liefern daher Losungen der Gleichung (6.6).
Diese Tripel sind (bis auf endlich viele Ausnahmen) alle Elemente der
Menge S(P).

Ist umgekehrt eine Folge {u,},., vom Typ (6.4) mit

p=ca® (q € 2),

dann geniigt {u,},., einer Gleichung der Form (6.5) mit unendlich
vielen Losungen. Die Tripel

(ho,n,2n+q1) Vn=w —q (modo), o Ordnung von €, hy,w € Z

sind Elemente der Losungsmenge von (6.5).
Ist {u,},., von der Gestalt (6.4) mit

1
pzcgfaZf fegza C3 = 17

dann hat die Gleichung (6.6) unendlich viele Loésungen. Die
Losungsmenge enthdlt die Tripel

(ho,n,—2n —3f) Vn=w—f (modo), hy,w € Z.

Beweis. Wir gehen von der Annahme aus, daf3 es zu den Fillen (4.27)
und (4.46) Folgen gibt, welche fiir eine Gleichung der Form (3.1)
unendlich viele Losungen (h,n,q) € Z° zulassen. Daraus leiten wir
mit Hilfe der Sdtze 6.1 und 6.2 das Aussehen einer solchen Folge
{ttn},,c7 ab. Dann wird gezeigt, dafl zu jeder Folge der Gestalt (6.15)
bzw. (6.33) eine Gleichung (3.1) mit unendlich vielen Losungen
angegeben werden kann.
Die Bedingungen

7‘:2, Uy = —Uq
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in den Beispielen 3 und 4 werden erfiillt, indem wir ein o € C*, «
keine Einheitswurzel, wihlen und

o) = —, ) = EQ
(e

setzen. Da r =2 und die Losungsmenge des Systems (4.11) ein
nichttriviales Element enthélt, muf3 g = 1 sein. Die Relation (3.3)
nimmt die Form

1 n
ty = fi(n) = + fa(n)(ec)
an.
a) Fir
=2, m=1,k beliebig (siche Beispiel 3 und (4.27))

wird die Gleichung (3.1) zu
2

o[ by b L)+l | +

Fe | Sahila) + (0o =0

Also ist
1 k 1
a- [Jfl (h) + (5a)hf2(h)] + ba2nf12(n) + 2bfi1(n)fa(n)e"+
+ b(ea)znfzz(n) + céf] (q) + c(e)fr(q) = 0. (6.7)
Die Aquivalenzen AMi ~ Mi> AMa ~ Uma filhren zu den Gleichungen
1 1
b fit(n) = —c—fi(@) (63)
b(ae)fy’ (n) = —c(ae)'f(q). (6.9)
Wir setzen
1

Die Gleichung (6.8) wird zu

b1, = —ci,.
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Das ist der Spezialfall einer Gleichung, die in [8] untersucht wird. «
ist keine Einheitswurzel. Wenn wir unendlich viele Losungen in (6.8)
haben wollen, dann ist nach [8]

filn)=A, €C* Vnez
notwendig. Analog setzen wir in der Gleichung (6.9)

ity = fo(n) (0)"
und erhalten
b- i, = —cil,.
Diese Gleichung kann nur dann unendlich viele Losungen besitzen,
wenn wir
pH(n)=A,eC* VnezZ
fordern. Aus (6.8) und (6.9) folgen die Gleichungen

1 1
bAl@Z —C&,

(6.10)

bAy(ea)™ = —c(ea)’. (6.11)

Diese sind vom Typ (6.1) mit Grad f(x) = Grad g(x) =0. Die
Losungen von (6.1) bilden wegen Satz 6.1 bis auf endlich viele
Ausnahmen eine Einparameterfamilie F. Mehr iiber Gleichungen der
Gestalt (6.1) steht in den Artikeln [9] und [11]. F besteht aus Paaren

(n,q)
n=not+n 0<n <ng
q = qot +qi

wobei ng, go die Relation (6.2) erfiillen und (n;,q;) eine Losung von
(6.1) darstellt. Im Fall (6.10) lautet (6.2)

1\! (1 2
a2)  \a)’
d.h. np = 1, go = 2. Daher ist ny = 0 und F = {(1,2t + q,)|t € Z}.
Fiir ¢ € 7 erhalten wir aus (6.10) und (6.11)
1 1
bA] @ = _C—azH‘QI 5

bAs(ea)” = —c(ea)® .

ng,n1,4q0,91 € Z, Vte”Z,
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Es folgt
1
bA] :—CE, (612)
bA; = —c(ea)?. (6.13)

Durch Divison ergibt sich aus den obigen beiden Gleichungen die
Identitét

A
A_? — g1 24 7
also
Ay = el aPA;. (6.14)

Wegen (6.14) besitzt die Folge {u,},., die Gestalt

1 1
u, = A <—n + N2 (504)") =A;a! <an+q1 + (Ea)"“")

(6.15)

Wir erhalten die Darstellung

1
Un—g, = A<— + (sa)") fiirein g, € Z, AcC*,  (6.16)

an

wobei A und A; durch die Relation
A=A

verbunden sind. Die Gleichungen (6.7), (6.8), (6.9) fiihren zu der
Gleichung

1 k
aA* [_h + eh1o2n (sa)h] +b 24,202 = 0. (6.17)
(6%

Weil ¢ eine Einheitswurzel ist, zerfillt (6.17) in endlich viele
Gleichungen der Gestalt

u, = K K Konstante.

{u,},c, hat einen Rang r > 1. Wir schlieBen mit Hilfe der Folgerung
5.1, daB u;, = K hochstens endlich viele Losungen besitzt. Also
erfiillen endlich viele & € Z die Gleichung (6.17). Aus (6.17) leiten
wir fiir a den Ausdruck

— et 020 —2bA%e
L - — (6.18)
AR (L4 ena2n(ea)) ALK (L + 1020 (ca)")

ol ol

ab, wobei (h,n, q) € S(P) ist.
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Sei w eine Restklasse (mod o). Wir betrachten die Gleichung
1 k
aAk <—h + el (5a)h> + 2bA%" = 0. (6.19)
«

Ist ko eine Losung von (6.19), dann sind (hg,n) Vn = w — g1 (mod o)
Losungen von (6.17). Offensichtlich liegen die Tripel

(ho,n,2n+¢q1) Vn=w —¢q; (modo)

in S(P). Die Losungsmenge des Systems (6.8), (6.9) besitzt die Form
F UM, wobei M eine endliche Menge ist. Daher enthilt S(P), auler
den Tripeln

(ho,n,2n+¢q1) Ywmit0 <w <o, VYn=w—gq; (modo),

V Losungen Ay von (6.19),

hochstens noch endlich viele Elemente.
Seien umgekehrt

A €C*, g, €7, aecC*keineEinheitswurzel, ¢ eine Einheitswurzel

gegeben. Zu jeder Folge der Form (6.15) konnen wir eine Gleichung
(3.1) finden, welche unendlich viele Losungen (h,n,q) € Z° besitzt.
Wir setzen 0.B.d.A. b = 1 und berechnen ¢ nach der Formel (6.12).
Dadurch enthalten die Gleichungen (6.10) und (6.11) die Losungen
(n,2n+ q,) Vn € Z. Sei o die Ordnung von e. Wir wihlen hy, w € Z
und setzen

—2akegw

a = Tk
Alk_z(ﬁ‘i“gquZqu(ea) 0)

Dann erfiillen die Paare (ho,n) Vn + g1 = w (mod o) die Gleichung
(6.17). )

Fassen wir die obigen Uberlegungen zusammen, so ergibt sich, daf}
in der Gleichung

—2A2

ao

k

€W'th+un2—Auq:0, ho,w,q1 € Z, AEC*, ap = up,

unendlich viele Losungen auftreten. Dabei wird {u,},., durch (6.16)
beschrieben. Die Losungsmenge enthélt die Tripel

(ho,n,2n+q1) Vn+q =w (modo).
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Aquivalent dazu ist die Formulierung: Die Gleichung
—2A2
ao
mit u, = Ao (4 + (ea)"™") besitzt unendlich viele Losungen,
wobei die Tripel (ho,n — q1,2n — q1), n = w mod(o) der Losungs-

menge angehoren.
p) Fiir

m = 1,1 =2,k beliebig (siche Beispiel 4 und (4.46))
wird die Gleichung (3.1) zu

woo ok 2 k
¥ uy Fup—g, " —Auy =0, ho,w,q1 €Z, ap=up, , A=A "

2

o (50 +fz(h)(6a)h>k w0 (A0 g5 A" ) +

Fo (11(@) 3 +A@(e)) =0

Also ist
k
- (110) s+ AIE0)") 4 120) 4 200 o) e
B2 (n) (c0)™ + cfi () 2 + chla) () =0 (620

Die Aquivalenzen
BMi ~ AMa;  HMa ~ Ami
entsprechen den Gleichungen

hi(g) 2y = b i) - (), (621)
chlg)(c0)? = ~b-F2(n) (622

Da ¢ eine Einheitswurzel ist, fiihrt (6.21) zu endlich vielen
Gleichungen der Gestalt
1
/ _ . £2 2n
¢ filg) = —b" frr(n)a™
Eine dieser Gleichungen besitzt unendlich viele Losungen
(g,n) € Z*. Sie ist von der Form (6.1). Die Beziehung (6.2) ist wegen

¢

erfiillt.
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Wir gehen zunéchst von der Annahme Grad f; > 1, Grad f, > 1
aus. Nach Satz 6.1 existiert eine ganze Zahl e mit

—2n—qg=—In—mqg = e.
Daher gilt fiir unendlich viele n
c-fi(=2n—e)=—b -f*(n)aa e,
Es folgt fiir
fi(n) =fi(=2n—¢)
die Gleichung
¢ fi(n) = =" f*(n)a™",
wobei Grad f; = Grad f;. Aus der Polynomidentitit
-fi=-b-pa*
schlieBen wir
Grad f, < Grad f;.
Durch analoges Vorgehen erhalten wir aus (6.22) den Widerspruch
Grad fi < Grad f>.

Daher ist mindestens eines der Polynome f;, f> konstant. Wir
nehmen jetzt an, dal der Grad f; - f, > 1 ist. Sei 0.B.d.A.

filg) =A €C* Vgez, Grad f, > 1.
Nach Satz 6.1 148t sich f, in der Form
fz(X) = AZ('x - 7)147

u natiirlich, v komplex, A, € C* darstellen. Die Gleichungen (6.21),
(6.22) werden zu

1
A — = —bAY (n — 7)™ (e)™, (6.23)
o
u q 2 1
cAx(g — )" (ea)? = —bA, TR (6.24)
Durch einfaches Umformen erhalten wir
cAp 1 1 o
Tz T
bAZ 1 1 )
e et TR
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Wir setzen
e =gq+2n.
Da ¢ eine Einheitswurzel ist, geniigt es, das Gleichungssystem
1 2u
—=(n— 6.25
o= (=", (6.25)
_1 p
7= (a—7) (6.26)

zu betrachten (wegen Satz 6.1 nimmt e unendlich viele Werte an).
Wir wenden jetzt Satz 6.2 auf die beiden Gleichungen (6.25), (6.26)
an. Danach existieren unendlich viele natiirliche Zahlen s mit

e(s)=cR +~, n(s)=ds+b, q(s)=as+b.
Wegen e(s) = q(s) + 2n(s) gilt
e(s) = (2d +a)s + (2b' + b).
Wir wihlen so € N so groB, daf3
|c-R(R—1)| > |24 +a.
Daraus folgt
e(so+1i) #2-n(so+1i)+q(so+i) VieN.

Also besitzt das System der Gleichungen (6.25), (6.26) hochstens
endlich viele Losungen im Widerspruch zur Voraussetzung.
Es bleibt nur mehr der Fall

fi=A eC, pH=AeCt
iibrig. (6.21), (6.22) nehmen die Form

1 n
cA1— = —bAy ()™, (6.27)
1
_ 2
cAy(ea)? = —bA, peTE (6.28)

an. Wir bezeichnen die Ordnung von & mit o. (6.27) und (6.28) sind
Gleichungen vom Typ (6.1). Sie erfiillen die Relation (6.2), denn

(é) ~ (o),



108 S. Griines

Abgesehen von endlich vielen Elementen, besteht die Losungsmenge
von (6.27) aus den Paaren (g,n) mit

q = 20i + q1, n=—oi+n VielZ. (6.29)
Dabei ist (g1, n;) eine Losung von (6.27). Die Menge der Paare (g, n)
mit (6.29) werde mit F bezeichnet. Sei 0.B.d.A.
b=1.
Nach Voraussetzung besitzen (6.27) und (6.28) unendlich viele
gemeinsame Losungen. Daher gilt fiir unendlich viele i € Z

; 1
20i+q; __ 2
CAz(Ea) = —A] m
Das ergibt
Ay Pt = A2 (6.30)
Multiplikation von (6.27) und (6.28) ergibt
3 _ 3 2n—+q
—bcA, T —bcAy” (ea)™ ™.

Wegen
g+2n=20i+q +2(—o0i+n)=q1+2n VieZ

gilt fiir fast alle Losungen (g,n) des Systems (4.22), (4.23), daB
g + 2n konstant ist. Wir definieren e durch

e =q; +2n
und ¢ € C\{1} durch
G=1.
Es folgt
A = e a2 3 =20 3
das heif3t
A =ea A,

Zwischen A, und A; besteht eine der Beziehungen

—2n1—q)  —4n1—2q

A2 — ng 3 OCTA] — ngfﬁaf% J = 07 172 (631)

Wir setzen diese Zahlen in (6.30) ein und erhalten fiir ¢ die moglichen
Werte

2n1+q;  —2n1—q _e 2n1—-2q

c=—C¥Aie 7 a7 e =—(YAave 3 j=0,1,2. (6.32)
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Fiir {u,},., existieren ebenfalls drei Darstellungen, ndmlich
1 j —2n;—qy  —4n1—2q n .
u, = A 5+C5 a7 (eq) j=0,1,2. (6.33)
Daher ist
1 ; —e  —2e
Uy = A <— + C’aTaTz(eoz)"> i=0,1,2.
an
Die Folge {u,},., 1dBt sich auch durch
Uy = Ala%g <a—(n—§) + C(Ea)n_§> ’

1
Uy = A <a*<”+f) + C(aa)"+f) fiireinf €32,A€ C*, e Cmit(’ =1

(6.34)
beschreiben. Zwischen A und A, besteht die Beziehung
A=At =Ad.
Aus (6.20), (6.21) und (6.22) schlieBen wir
1 k
2bfi (l’l) 2(71)8" + a< 1(]’1) J + £ (l’l) (5a)h> =0.
Wegen
h=A, hHL=4A
und der Relation A, = pA; gilt
1 k
2bA | pA " + aA* (J + p(soz)h> =0. (6.35)

Da e eine Einheitswurzel ist, zerfillt (6.35) in endlich viele
Gleichungen der Form

u, = K, K Konstante.

Wegen r > 1 schlieBen wir mit Hilfe der Folgerung 5.1, daf
hochstens endlich viele h € Z (6.35) erfiillen. Fiir alle (¢,n) € F gilt

gt =¢eM.

Daher folgt aus (6.35) und b =1 fiir fast alle Losungen (g,n) des
Systems (6.21), (6.22) die Gleichung

1 k
2A1pA " + aA* (J + p(sa)h> =0. (6.36)
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Es sei hg eine ganzzahlige Losung der Gleichung (6.36). Dann liegen
fiir alle i € Z die Tripel

(ho,n,q) = (ho, —oi + ny,20i + q1)

in der Menge S(P). Dies sind, bis auf endlich viele Ausnahmen, alle
Elemente von S(P). Aus (6.36) ergibt sich

n 2 —2ny—q —4ny—
g _ 2e™ pAy 7 P:C€213 “054132(11:{8%?0[726.
k(1 ho\k
Ay (070 + p(ea)™)
(6.37)
Wir setzen

| k
ap = A‘k<aho + p(aa)h°> :
ay ist ein Element der Menge {u,*: h € Z}. Aus (6.37) erhalten wir
2eM (e S FA,2 2emHCA?

ap ap
Bezeichnen wir n; + f mit w, so ergibt sich
2e"(A?
a=-EN L ervz (6.38)
ao

Ist eine Folge {u,},., durch die Angabe von A, o, (, €, ni, qi
(statt ny, g; geniigt es, fiir die Festlegung von {u,},., die Zahl e
anzugeben) und die Beziehung (6.33) definiert, so setzen wir 0.B.d.A.
b =1 und bestimmen ¢ aus (6.32). ¢ ist von den Elementen aus
F unabhingig (F ist die Menge aller (¢,n) mit g = 20i + g,
n = —oi+ny, i € Z). Dadurch besitzt das Gleichungssystem (6.27),
(6.28) (damit auch das System (6.21), (6.22)) unendlich viele
Losungen (g,n), wobei g = 20i+q, n=—oi+n; Vi€ Z. Wir
wihlen hy € Z und bestimmen a durch die Formel (6.37). Dann
erfiillt Ay die Beziehung (6.36). Daher sind

(ho, —0i +ny) VieZ

Losungen von (6.35). Die Losungsmenge der Gleichung

2n1-2q;  —2n1—q
un2—<2A15 a5 ug—

—2n1—qp  —4n;—2q

— % u, — 0
—an —q1 —4111 —qu

AP (4 G T )

enthilt die Tripel (ho, —oi + ny,20i + q,) Vi € Z.
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Wir konnen dies einfacher darstellen. Die Folge {u,} kann

durch die Angabe von

nez

1
e,oa,fegz, AeC* (mitl®=1

und die Beziehung (6.34) festgelegt werden. Wir wihlen die
Restklasse w (mod o), hy € Z und berechnen a,c aus den Formeln
(6.32) und (6.38). Dann liefern die Tripel

(ho,n,—2n —3f) Vn=w—f (modo)

Losungen der Gleichung

2A2
Uu,® — Ae™ Cuy — ——e"Cu* = 0.
ao

O

Korollar 6.1. Jede (nichtdegenerierte rekurrente) Folge {u,}
welche durch die Formel

1 n
u, = Ay <—n+p(6a) >
a

mit o, Ay € C*, « keine Einheitswurzel, € eine Einheitswurzel und

nez>

1
p=¢a¥ feszs ¢=1
definiert ist, induziert eine Gleichung (3.1) mit unendlich vielen
Losungen (h,n,q) € Z°.
Der Beweis folgt aus Theorem 6.1.

Beispiel 5. Die Folge {u,},.,

1
Uy, = Al <_ + an)
a’

a € C*, o keine Einheitswurzel, erfiillt die Gleichungen
1
24 ——u,> +upy =0 VYneZ
Ay
und

1
241 ——u,* +u_9, =0 VneZ
Ay
Beweis. Die untere Gleichung folgt aus der oberen mit Hilfe der
Beziehung

u,=u_, Vnéel.
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Wir haben A = Ay, ¢ = 1. Da p =1 ist, konnen wir p sowohl in der
Form

a) p = e a® (hier ist g, = 0)
als auch
B) p = (' (hier ist ( = 1 und f = 0)
darstellen.
Im Fall o) wihlen wir w = 0, hg € Z beliebig und erhalten nach
Theorem 6.1 die Gleichung
2A° o
——uw" 4+ u,” — Ay = 0. (6.39)
ao
Die Tripel
(ho,n,2n+ q1) = (ho,n,2n) VYneZ
sind Losungen. Wegen ag = uy,* folgt daraus
—2A1% + u,® — Ajuz, =0 VneZ.
Den Fall () behandeln wir analog mit Hilfe von Theorem 6.1. Die
Tripel
(ho,n,—2n —3f) = (ho,n,—2n) VYneZ
liefern Losungen der Gleichung (6.39). Also gilt

—2A12 -+ an —Aiu_r, =0 VnelZ.
Ll

Beispiel 5 zeigt, dal es Gleichungen (3.1) gibt, die sowohl fiir
Partitionen P, welche durch (4.27) definiert sind, als auch fiir
Partitionen P, welche durch (4.46) gegeben sind,

IS(P)| = 00, [S(P)| = o0
erfiillen.

Satz 6.3. Sei r > 1 und {u,},., eine nichtdegenerierte Folge. Die
Gleichung

bu, +cu," =K, KeC* (6.40)

habe unendlich viele Losungen (n,q) € 7. Dann gibt es bis auf
Umbenennung nur die Moglichkeit

=2, m=1
und die Folge {u,},., hat die Form

1
u, = A (——i—p(aa)") nelz,
an
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€ eine Einheitswurzel, o € C* keine Einheitswurzel. Dabei ist
1

p=C"d¥ fe §Z’ G=1.
Wir bezeichnen die Ordnung von e mit o. Dann erfiillt die Folge
{un},c5 eine der Gleichungen
Uyt — Auy = 2A%",  w,* — Ae®CPu, = 2A%"( firr einw € f + 7.
Fiir =1, 2w = 0 (mod 0) lautet die Gleichung (6.40)

u,? — Auy = 2A%".
Ist (> =1, ( # 1, so besitzt (6.40) die Gestalt
u,® — A® CPu, = 2A%"C.

Beweis. Der Fall K = 0 wird in [8] behandelt. Wegen r > 1 besitzt
(6.40) hochstens endlich viele Losungen.
Sei K # 0. Wir wihlen eine natiirliche Zahl k¢ {/,m, 1,2}, und ein
ho € Z mit u;, # 0. Dann treten in der Gleichung
K

au,* 4+ bu, +cu" =0 a=— - (6.41)
Ltho

unendlich viele Losungen auf. Fiir 7 = hy bekommen wir (6.40). Wir
formen (6.40) mit Hilfe von Satz 1.1 um und erhalten

D Gamer" + D Hulq)p,! — K =0.
AEA; UEA,
Dies ist eine Gleichung vom Typ (2.1) mit
N=2,1=AUA,U{w"},x = (n,q),
ay = (o, 1),/a(x) = Ga(n) fir X € A,
a, = (1,¢,),fu(x) =H,(q) firpeA,,
ax =(1,1), f+(x) = —K.

Sei Q eine Partition von I. Ist {w*} ein Singleton, dann ist K = 0.
Der Fall {\} € Q ({x} € Q verliduft analog) fiihrt zu endlich vielen
Gleichungen der Gestalt

u, = C, C Konstante.

Nach Folgerung 5.1 hat u, = C eine endliche Losungsmenge. Daher
besitzt fiir {\} € Q die Gleichung (6.40) nur endlich viele Losungen.
Enthilt die Partition Q kein Singleton, so ordnen wir Q eine Partition
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P von A zu, welche das Urbild von Q unter der Abbildung
mA—I,

T(w)=w weAUA,,
(k) =w* Kk €A

ist. Analog zu Satz 5.2 haben wir

(L,M) € HQ) < (0,L,M) € H(P).

Wenn wir von den Situationen (4.27), (4.46) absehen, dann gilt fiir
die Partition P, da H(P) nur aus der Null besteht. Daraus folgt
H(Q) = {0}, wegen Korollar 2.1 ist daher S(Q) endlich. Erfiillt P
(4.27) oder (4.46), dann konnen, wie in Theorem 6.1 gezeigt wurde,
unendlich viele Losungen existieren, wobei {/,m} = {1,2} ist.

Sei 0.B.dAb=1.

Im Fall (4.27) lautet die Gleichung (6.41)

2A?
— ek w,? — Auy = 0.
aop

Wegen ag = uj ergibt sich
K =2A%".
Die Gleichung (6.40) hat in der Situation (4.27) die Form
u,> — Auy = 2A%".

Fiir (4.46) lautet die Gleichung (6.41)

2A2
— et + u,? — Aszwczuq =0.
ag

Unter Beriicksichtigung von ag = uy,,* erhalten wir
K = 2A%"(.
Daher besitzt (6.40) die Darstellung
u,® — Ae? CPu, = 2A%€"C.
L]
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