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(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 21. März 2002
durch das w. M. Edmund Hlawka)

5. Die Beweise der Theoreme 3.1. und 3.2.

Im vorigen Abschnitt haben wir ausschließlich solche Partitionen
untersucht, die kein Singleton enthalten. Für diese haben wir unter
der Bedingung

g > 1

die Aussage HðPÞ ¼ fð0; 0; 0Þg abgeleitet. Nach dem Satz von
Laurent ist SðPÞ endlich.

Bei Proposition 4.1 haben wir gefordert, daß der Rang g der von
den Zahlen �1; . . . ; �r erzeugten Gruppe G ungleich Eins ist. In Satz
5.2 spielt der Rang g von G keine Rolle. Wir setzen lediglich

r > 1

voraus und zeigen, daß SðPÞ für jede Partition P, die einelementige
Blöcke besitzt, endlich ist.

Wir benötigen für den Beweis dieses Resultats eine Aussage über
die Lösungsmenge der Gleichung

un ¼ c: ð5:1Þ
Satz 5.1 garantiert, daß es für eine nichtdegenerierte und nichtpe-
riodische Rekurrenzfolge fungn2Z mit beliebigem Rang r � 1
höchstens endlich viele n 2 Z gibt, die der Gleichung (5.1) genügen.



Wir leiten ihn aus dem Satz von SKOLEM-MAHLER-LECH und
anderen, im 1. Kapitel erwähnten Ergebnissen ab.

In der Literatur, siehe etwa [8], wird Satz 5.1 auch als Theorem
von SKOLEM-MAHLER-LECH bezeichnet.

Satz 5.1. Sei fungn2Z nichtdegeneriert und nichtperiodisch und sei

r � 1:

Dann besitzt die Gleichung (5.1)

un ¼ c

höchstens endlich viele ganzzahlige Lösungen n.

Beweis. Laut Satz 1.1 und Bemerkung 1.2 läßt sich fungn2Z in der
Form

un ¼
Xr

j¼1

fjðnÞ�j
n ðn 2 ZÞ

schreiben, wobei die Funktionen fj 6� 0 komplexe Polynome sind.
Wir nehmen zunächst an, daß sich unter den Zahlen �1; . . . ; �r

eine Einheitswurzel befindet. Diese werde mit �j0 bezeichnet. Aus
(5.1) folgt

X

j¼1

r

j6¼j0

fjðnÞ�j
n þ fj0ðnÞ�j0

n � c ¼ 0 ð5:2Þ

�j0 habe die Ordnung w. Daher gilt

�j0
w ¼ 1;

�j0
i 6¼ 1 f€uur 1 � i < w:

Wir unterteilen die ganzen Zahlen nach Restklassen mod w. (5.2) läßt
sich durch eine Gruppe von w Gleichungen der Gestalt

X

j¼1

r

j6¼j0

fjðnÞ�j
n þ

�
fj0ðnÞ �

c

�j0
n

�
� �j0

n ¼ 0 ð5:3Þ

darstellen, wobei �j0
n ¼ �j0

x für jede Restklasse x (mod w) eine
nichttriviale Konstante ist. Für r ¼ 1 haben wir die Identitäten

�
fj0ðnÞ �

c

�j0
x

�
� �j0

x ¼ 0;
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also

fj0ðnÞ �
c

�j0
x
¼ 0 n � xðmod wÞ: ð5:4Þ

Da fungn2Z nichtdegeneriert und nichtperiodisch ist, muß nach
Korollar 1.2 fj0 ein nichtkonstantes Polynom sein. Demnach ist

fj0ðnÞ �
c

�j0
x

nichtkonstant für jede Restklasse x (mod w), und die Gleichungen
(5.4) besitzen höchstens endlich viele Lösungen.

Für r > 1 kann es nach Korollar 1.1 für die Gleichungen (5.3)
höchstens endlich viele Lösungen geben.

Wenn sich unter den Zahlen �1; . . . ; �r keine Einheitswurzel
befindet, so haben wir die Gleichung

Xr

j¼1

fjðnÞ�j
n � c � 1 ¼ 0: ð5:5Þ

Nach Satz 1.1 wird durch

Xr

j¼1

fjðnÞ�j
n � c � 1n

eine Rekurrenzfolge definiert, nämlich un � c, die offensichtlich
nichtdegeneriert ist. Korollar 1.1 sichert uns die Endlichkeit der
Lösungsmenge von Gleichung (5.5). 7
Folgerung 5.1. Sei fungn2Z nichtdegeneriert mit Rang r > 1. Dann
hat die Gleichung

un ¼ c

eine endliche Lösungsmenge.

Beweis. Laut Korollar 1.2 hat jede nichtdegenerierte periodische
Folge den Rang 1. Da nach Voraussetzung r > 1 ist, sind die
Bedingungen von Satz 5.1 erfüllt, und die Gleichung (5.1) besitzt
höchstens endlich viele Lösungen n 2 Z. 7

Wir erwähnen noch das folgende Ergebnis, welches eine
quantitative Version von Satz 5.1 darstellt (siehe auch x1). Es beweist
die Verallgemeinerung einer Vermutung von Ward aus den 30er
Jahren.
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Theorem 5.1 (SCHLICKEWEI). Sei fungn2Z eine nichtdegenerierte
und nichtperiodische rekurrente Folge der Ordnung t mit einem
charakteristischen Polynom, dessen Nullstellen �1; . . . ; �r in einem
algebraischen Zahlkörper vom Grad d liegen. Dann gilt für die
Vielfachheit U die Abschätzung

U � d6ðtþ1Þ22228ðtþ1Þ!
:

Der Beweis ist kompliziert und beruht wieder auf einer der
zahlreichen Varianten des Teilraumsatzes. Näheres findet sich in [7].

Satz 5.2. Sei P eine Partition mit mindestens einem Singleton und

r > 1:

Dann ist SðPÞ endlich.

Beweis. Sei etwa f�g 2 P. Es folgt aus der Darstellung (3.8)

H�ðqÞ � ’�q ¼ 0: ð5:6Þ
H�ðqÞ ist ein ganzzahliges Vielfaches von c � fi1ðqÞ . . . fimðqÞ mit � ¼
ði1; . . . ; imÞ 2 Am. ’� bezeichnet das Produkt �i1 . . .�im . w0 ist der
konstante Term im charakteristischen Polynom der Folge fungn2Z.
Also gilt w0 ¼ �1 . . .�r. Da w0 6¼ 0 ist, müssen die Zahlen �i für
1 � i � r ungleich Null sein. Daher gilt

H�ðqÞ ¼ 0:

H� ist nicht das Nullpolynom, weil die in der Relation (3.3)
auftretenden Polynome fi 6¼ 0 sind. Höchstens endlich viele q 2 Z
erfüllen die Gleichung (5.6). Für ein festes q0 nimmt (3.1) die Form

a � uh
k þ b � un

l þ c � uq0

m ¼ 0 ð5:7Þ
an. Mit Hilfe von Satz 1.1 läßt sich (5.7) folgendermaßen schreiben:

X

�2Ak

F�ðhÞ � ’�h þ
X

�2Al

G�ðnÞ � ’�n þ c � uq0

m ¼ 0: ð5:8Þ

(5.8) ist wieder eine Gleichung vom Typ (2.1) mit N ¼ 2,
I ¼ Ak [ Al [ f!�g, x ¼ ðh; nÞ,

�� ¼ ð’�; 1Þ; f�ðxÞ ¼ F�ðhÞ f€uur � 2 Ak;

�� ¼ ð1; ’�Þ; f�ðxÞ ¼ G�ðnÞ f€uur � 2 Al;

�!� ¼ ð1; 1Þ; f!�ðxÞ ¼ c � uq0

m:

c � uq0

m ist konstant. Der Fall f!�ðxÞ ¼ 0 wird in der Arbeit von
SCHLICKEWEI und SCHMIDT [8] behandelt. Sei Q eine Partition von
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B [ f!�g, wobei Ak [ Al ¼ B gesetzt wird. Im zweiten Paragraphen
haben wir HðPÞ als Menge jener x 2 ZN definiert, welche

�i
x ¼ �j

x 8i; j mit i � j

erfüllen. In unserem Fall ist HðQÞ gegeben als Menge aller ðK; LÞ 2
Z2, die den Gleichungen

’�1

K ¼ ’�2

K f€uur �1 � �2;

’�1

L ¼ ’�2

L f€uur �1 � �2;

’�
K ¼ ’�L f€uur � � �;

’�
K ¼ 1 f€uur � � !�;

’�
L ¼ 1 f€uur � � !�

genügen. Jeder Partition Q von B [ f!�g kann eine Partition ~PP von A
zugeordnet werden, indem man das Urbild der Klassen unter der
Abbildung �: A! B [ f!�g,

�ð!Þ ¼ ! f€uur ! 2 B;

�ð�Þ ¼ !� f€uur � 2 Am

betrachtet.

ðK;LÞ 2HðQÞ ist dann gleichbedeutend mit ðK;L;0Þ 2Hð ~PPÞ: ð5:9Þ
Enthält Q höchstens f!�g als Singleton, dann besitzt ~PP kein

Singleton. Wir haben in den Propositionen 4.2 und 4.3 ohne
Verwendung der Voraussetzung g > 1 gezeigt, daß für K;L 6¼ 0 das
Tripel ðK; L; 0Þ nicht in Hð ~PPÞ liegt, außer die Partition ~PP wird durch
(4.27) oder (4.46) beschrieben. In diesen beiden Fällen ist r ¼ 2 und
es gilt, wie wir im 6. Kapitel zeigen werden, in der Darstellung (3.3)

f1ðnÞ � A1 2 C�; f2ðnÞ � A2 2 C� 8n 2 Z:

Die Gleichung

H�ðqÞ ¼ 0

und damit auch die Gleichung (5.6), besitzt keine ganzzahlige Lösung
q. Wird die Partition ~PP durch (4.27) oder (4.46) definiert, dann ist
SðPÞ die leere Menge. In den anderen Fällen ist wegen Hð ~PPÞ ¼
fð0; 0; 0Þg auch HðQÞ ¼ fð0; 0Þg. Aus Korollar 2.1 folgt, daß SðQÞ
endlich ist.

Es bleiben nur noch jene Partitionen Q zu betrachten, die ein
Singleton besitzen, das zu B gehört. Sei o.B.d.A.

f�g 2 Q:
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Wir erhalten die Gleichung

F�ðhÞ � ’�h ¼ 0:

Analog zu oben ergibt sich

F�ðhÞ ¼ 0; ð5:10Þ
wobei F� ungleich dem Nullpolynom ist. (5.10) hat höchstens endlich
viele ganzzahlige Lösungen h. Jede dieser Lösungen führt (5.7) in
eine Gleichung der Form

b � un
l ¼ A ðA eine KonstanteÞ ð5:11Þ

über. Aus (5.11) erhalten wir wieder endlich viele Gleichungen der
Gestalt

un ¼ B ðB eine KonstanteÞ: ð5:12Þ
Da fungn2Z nichtdegeneriert ist, gibt es wegen der Folgerung 5.1
höchstens endlich viele Lösungen der Gleichung (5.12).

Wir haben gezeigt, daß SðQÞ für jede Partition Q von
Ak [ Al [ f!�g endlich ist. Daher ist auch SðPÞ endlich, falls P
Singletons mit Elementen der Länge m enthält.

Analog gehen wir in den Fällen f�g 2 P oder f�g 2 P vor. 7
Bemerkung 5.1. Wenn P eine Partition ist, welche einelementige
Blöcke mit Tupeln von unterschiedlicher Länge besitzt, etwa

f�g; f�g 2 P;
dann geht der Beweis einfacher.

Wir erhalten

F�ðhÞ’�h ¼ 0; G�ðnÞ’�n ¼ 0:

Wie oben schließen wir ’� � ’� 6¼ 0 und

F�ðhÞ ¼ 0; G�ðnÞ ¼ 0;

F� 6� 0; G� 6� 0: ð5:13Þ
Es existieren höchstens endlich viele Lösungen ðh; nÞ des Glei-
chungssystems (5.13). Die Gleichung (3.1) hat für eine spezielle
Lösung ðh0; n0Þ von (5.13) die Form

a � uh0

k þ b � un0

l þ c � uq
m ¼ 0: ð5:14Þ

Unter Benutzung des Satzes von SKOLEM-MAHLER-LECH (siehe
Folgerung 5.1) erhalten wir, daß (5.14) von höchstens endlich vielen
ganzen Zahlen q erfüllt wird. Daher ist SðPÞ eine endliche Menge.
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Beweis von Theorem 3.1. Aus der Voraussetzung g > 1 folgt wegen
Proposition 4.1 für jede Partition P ohne Singletons, daß SðPÞ
endlich ist. Da g > 1 impliziert r > 1, muß nach Satz 5.2 für jede
Partition P mit Singleton die Menge SðPÞ endlich sein. Daher besitzt
die Gleichung (3.1) höchstens endlich viele Lösungen. 7
Lemma 5.1. Die Anzahl Z der Partitionen einer n-elementigen
Menge M ist durch

2n2

nach oben beschränkt.

Beweis. Wir ordnen jeder Partition fA1; . . . ;Asg eine Permutation
von M auf folgende Weise zu: Ist Ai ¼ fa1; . . . ; atg, so wird Ai der
Zyklus ða1; . . . ; atÞ zugeordnet, wobei a1 < � � � < at sein soll. Der
Partition P wird dann das Produkt dieser elementfremden Zyklen
zugeordnet. Diese Zuordnung ist injektiv. Es gibt n! Permutationen
von M. Daher ist

Z � n!:

Wegen n < 2n gilt

n! < 2n2

;

also

Z < 2n2

:

Satz 5.3. Sei fungn2Z eine nichtdegenerierte Folge mit Ordnung t und
Rang r. Die Nullstellen �1; . . . ; �r des charakteristischen Polynoms
und die Koeffizienten der Polynome fi, 1 � i � r in der Darstellung
(3.3)

un ¼
Xr

i¼1

fiðnÞ�i
n

liegen in einem algebraischen Zahlkörper K vom Grad d. Der Rang
g der von �1; . . . ; �r erzeugten Gruppe sei größer Eins. Seien
a; b; c 2 K�. Wir definieren M¼ maxfk; l;mg. MðKÞ bezeichne die
Menge aller Absolutbeträge auf K, welche eine Fortsetzung des
gewöhnlichen oder eines p-adischen Absolutbetrages auf Q bilden. Es
sei S � MðKÞ die Menge der archimedischen Absolutbeträge j jv auf K
zusammen mit den nichtarchimedischen Absolutbeträgen, welche

j�ijv 6¼ 1 f €uur ein i; 1 � i � r
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erfüllen. S ist eine endliche Menge, und wir schreiben s für die
Kardinalität von S. P sei eine Partition mit mindestens einem
Singleton. Dann gilt

jSðPÞj < 2s7244d!ð4tþMÞ!
:

Beweis. Sei etwa f�g 2 P. Die Gleichung (5.6)

H�ðqÞ � ’�q ¼ 0

besitzt höchstens m � t Lösungen, da

Grad fi ¼ �i � 1 < t f€uur 1 � i � r:

Für eine feste Lösung q0 von (5.6) gilt die Gleichung (5.7)

a � uh
k þ b � un

l þ c � uq0

m ¼ 0:

Falls die im Beweis von Satz 5.2 definierte Partition Q ein
Singleton f�g hat, besitzt die Gleichung (5.10) höchstens k � t
Lösungen. (5.7) nimmt dann die Form

b � un
l ¼ A

an. Daraus entstehen höchstens l Gleichungen der Gestalt

un ¼ B:

Nach Theorem 5.1 gilt für die Lösungen dieser Identität die obere
Schranke

d6ðtþ1Þ2 � 2228ðtþ1Þ!
:

Zu festem q0 und f�g erfüllen höchstens

l � k � t � d6ðtþ1Þ2 � 2228ðtþ1Þ!

ðh; nÞ 2 Z2 die Gleichung (5.7). Im Fall f�g 2 Q erhalten wir
dieselbe obere Schranke.

Besitzt Q höchstens f!�g als Singleton, dann ist nach dem Beweis
von Satz 5.2 – bis auf zwei Ausnahmen, für die aber SðPÞ ¼ ; ist –
die Gruppe HðQÞ ¼ f0g. Für f!�g 2 Q erhalten wir c � uq0

m ¼ 0,
das entspricht der Situation in [8]. Tritt in Q kein Singleton auf, so
können wir Korollar 2.1 anwenden. Wir schätzen die Kardinalität von
Al [ Ak [ f!�g nach oben ab.

r þ l� 1

l

� �
þ r þ k � 1

k

� �
þ 1 < 2rþl�1 þ 2rþk�1 < 2tþmaxfk;lg:

Es gilt

jSðQÞj < 2320þ2s7243d!ð4tþmaxfk;lgÞ!
:
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Hier sind die Parameter von Theorem 2.2

N ¼ 2; � < t �maxfk; lg; D ¼ 2þ �
2

� �
;

jAk [ Al [ f!�gj < 2tþmaxfk;lg:

Für f!�g 2 Q erhalten wir nach [8] dieselbe Abschätzung. Es ist zu
sehen, daß obige Schranke größer ist als jene im Fall f�g 2 Q oder
f�g 2 Q.

Die Anzahl der PartitionenQ der Menge Ak [ Al [ f!�g ist kleiner
als

222ðtþmaxfk;lgÞ
:

In der Gleichung (5.7) können maximal

222ðtþmaxfk;lgÞ � 2320þ2s7243d!ð4tþmaxfk;lgÞ!

Lösungen auftreten. Daher besitzt (3.1) für f�g 2 P höchstens

m � t � 222ðtþmaxfk;lgÞ � 2320þ2s7243d!ð4tþmaxfk;lgÞ! ð5:15Þ
Lösungen. Wegen

ð5:15Þ � M � t � 222ðtþMÞ � 2320þ2s7243d!ð4tþMÞ!
< 2s7244d!ð4tþMÞ!

ist Satz 5.3 für alle Partitionen P mit f�g 2 P bewiesen. Wir erhalten
durch analoge Rechnungen dieselbe Schranke in den Fällen f�g 2 P,
f�g 2 P. 7
Beweis von Theorem 3.2. Sei P eine Partition ohne Singleton (die
Situation einer Partition mit Singleton wird in Satz 5.3 untersucht).
Nach Proposition 4.1 führt die Voraussetzung g > 1 zu HðPÞ ¼ f0g.
Wir verwenden ein Resultat von Schlickewei und Schmidt über die
Kardinalität von SðPÞ, nämlich

jSðPÞj < 220N4þNs7243d!ðD�jIjÞ!

(siehe Kapitel 2). Im Folgenden benötigen wir eine Abschätzung für
D � jIj mit den Parametern

N ¼ 3; I ¼ jAj:
Wir werden

D � jAj < 6tþM

zeigen.
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Für x 2 Z, x > 0 gilt

x
3

ln 3 � ex:

Daraus folgt für M� 3, t � 1

M 3
ln 3t

3
ln 3 ¼ ðMtÞ

3
ln 3 � eMþt:

Daher ist

1

ln 3
lnðMtÞ3 �Mþ t;

also ist

lnðMtÞ3 � ðMþ tÞ ln 3:

Das führt zu der Aussage

ðMtÞ3 � 3tþM: ð5:16Þ
Jetzt schätzen wir die Kardinalität der Menge A ¼ Ak [ Al [ Am

nach oben ab. Es gilt

jAj ¼
r þ k � 1

k

� �
þ

r þ l� 1

l

� �
þ

r þ m� 1

m

� �
<

< 2rþM�1 þ 2rþM�2 þ 2rþM�3 ¼
¼ 4 � 2rþM�3 þ 2 � 2rþM�3 þ 2rþM�3 ¼
¼ 7 � 2rþM�3 < 2rþM < 2tþM;

also ist

jAj < 2tþM: ð5:17Þ
Aus g > 1 folgt r > 1 und damit

Grad fi ¼ �i � 1 < t � 1 8i; 1 � i � r:

Wir schließen

Grad F� < ðt � 1Þk � ðt � 1ÞM 8� 2 Ak:

Analog haben wir

Grad G� < ðt� 1ÞM 8� 2 Al; Grad H� < ðt� 1ÞM 8� 2 Am:

Wegen M� 3 erhalten wir

� < tM�M� tM� 3:

Also ist

� þ 1; � þ 2; � þ 3 < tM:
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Mittels (5.16), (5.17) ergibt das

D � jAj ¼
3þ �

3

� �
jAj ¼ ð� þ 1Þð� þ 2Þð� þ 3Þ

6
jAj <

<
ðMtÞ3

6
2tþM � 3tþM

3 � 2 2tþM ¼ 6tþM�1:

Theorem 2.2 liefert mit den Parametern

N ¼ 3; � < ðt � 1ÞM; jAj < 2tþM

und der Ungleichung

D � jAj < 6tþM

die Abschätzung

jSðPÞj < 220�N4þN�s7�243d!ðDjAjÞ!
< 220�34þ3�s7�243d!ð6tþMÞ!

:

Die Schranke in Satz 5.3 ist kleiner als diese Zahl. Wegen Lemma 5.1
und (5.17) gilt, daß die Anzahl der Partitionen durch

222ðtþMÞ

nach oben beschränkt ist. Daher kann die Lösungsmenge von (3.1)
durch

222ðtþMÞ � 220�34þ3�s7�243d!ð6tþMÞ! ð5:18Þ
nach oben abgeschätzt werden. Aus

20 � 34 þ 22ðtþMÞ < s7 � 243d!ð6tþMÞ!

folgt

ð5:18Þ < 24s7�243d!ð6tþMÞ!
< 2s7�244d!ð6tþMÞ!

Damit ist Theorem 3.2 bewiesen. 7

6. Ergänzungen und Beispiele zum Fall g ¼ 1

Die folgenden beiden Beispiele zeigen, daß in Proposition 4.1 auf die
Voraussetzung

g > 1

nicht verzichtet werden kann. Im zweiten Beispiel liegen die Zahlen
vi nicht symmetrisch bezüglich des Nullpunkts, das heißt

vi þ vj 6¼ 0 8i 6¼ j:
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Im Falle einer Gruppe G ¼ h�1; . . . ; �ri vom Rang g ¼ 1 gilt
�i ¼ "i�

ni für ni 2 Z, "i Einheitswurzel (1 � i � r), wobei � keine
Einheitswurzel ist.

Beispiel 1. Sei � 2 C�, � keine Einheitswurzel, r ¼ 3. Wir setzen

�1 ¼ "1 � �; �2 ¼ "2 � 1; �3 ¼ "3 �
1

�
:

Dann ist g ¼ 1 und

x1 ¼ 1; x2 ¼ 0; x3 ¼ �1:

Wir wählen x ¼ �1 und erhalten

v1 ¼ �1; v2 ¼ 0; v3 ¼ 1;

wobei vi ¼ hxi; xi. Für beliebige natürliche Zahlen

m > 1; L � 1

setzen wir

k ¼ 2m� 1; l ¼ 2m:

Also ist

k ¼ l� 1:

Die Partition P sei definiert durch die €AAquivalenzen

ð1; . . . ; 1Þl � ð1; . . . ; 1Þm; ð1; . . . ; 1Þk � ð1; . . . ; 1; 2Þl;
ð3; . . . ; 3Þl � ð3; . . . ; 3Þm; ð3; . . . ; 3Þk � ð2; 3; . . . ; 3Þl;
ð1; . . . ; 1; 3Þs � ð1; . . . ; 1; 2; 2Þs; f€uur s ¼ k; l;m;

ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
t

Þm � ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
2t

Þl f€uur 1 � t � m;

ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
t

Þk � ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
tþ1

Þl f€uur 1 � t � k:

Da k ¼ 2m� 1, l ¼ 2m ist, gilt m < k < l.
Sei t � 2. Dann ist

ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
t

; 3; . . . ; 3|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
u

Þs � ð1; . . . ; 1; 2; . . . ; 2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
t�2

; 3; . . . ; 3|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
uþ1

Þs:

Sei t < 2. Aus s ¼ 2 folgt m ¼ 2. Es gilt

ð1;2Þm � ð1;2;2;2Þl; ð1;3Þm � ð2; 2Þm; ð2;3Þm � ð2;2;2;3Þl:
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Für s > 2 haben wir

ð. . . ; 1; 2|{z}
t¼1

; 3; . . .|ffl{zffl}
u

Þs � ð. . . ; 2; 2; 2|fflffl{zfflffl}
tþ2

; 3; . . .|ffl{zffl}
u

Þs;

ð. . . ; 1; 3; . . .|ffl{zffl}
t¼0 u

Þs � ð. . . ; 2; 2|{z}
tþ2¼2

; 3; . . .|ffl{zffl}
u�1

Þs;

Aus ð1; . . . ; 1Þk � ð1; . . . ; 1; 2Þl folgt die Gleichung

Kkv1 ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ:
Wir erhalten

Kk ¼ Lðl� 1Þ:
Wegen k ¼ l� 1 gilt

K ¼ L:

P besitzt kein Singleton. Der Vektor vv ¼ ð�1; 0; 1Þ muß eine
spezielle Lösung des Systems (4.11) sein, welches durch P bestimmt
wird. Dann ist HðPÞ ¼ fðL; L; 2LÞ: L 2 Zg.
Beispiel 2. Seien

r ¼ 10; g ¼ 1;

k ¼ 151; l ¼ 84; m ¼ 54;

K ¼ 5; L ¼ 9; M ¼ 14;

v1 ¼ �36; v2 ¼ �32; v3 ¼ �28; v4 ¼ �27; v5 ¼ �23;

v6 ¼ �18; v7 ¼ 0; v8 ¼ 7; v9 ¼ 8; v10 ¼ 9:

Die Zahlen vi besitzen die Eigenschaft

vi þ vj 6¼ 0 8i 6¼ j:

Es gelten die Relationen

2v2 ¼ v1 þ v3; 5v3 ¼ 3v1 þ v2 þ v7;
3v6 ¼ 2v4 þ v7; 3v7 ¼ v6 þ 2v10;

4v4 ¼ 3v1 þ v7; 2v5 ¼ v3 þ v6;
2v9 ¼ v8 þ v10; 5v8 ¼ v9 þ 3v10 þ v7;

v1þ v5 ¼ v2þ v4; v1þ v6 ¼ 2v4; 3v1þ v8 ¼ 2v3þ v4þ v6;

v1þ v9 ¼ v3þ v7; v1þ v10 ¼ v4þ v7; v2þ v10 ¼ v5þ v7;

v3þ v10 ¼ v4þ v9; v4þ v10 ¼ v3þ v9; v5þ 3v10 ¼ v6þ 2v8þ v9;

v6þ 2v10 ¼ 3v7; v7þ 4v10 ¼ 4v8þ v9; v8þ v10 ¼ 2v9;
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Ll ¼ Mm;

sðð1; . . . ; 1; 2ÞlÞ ¼ sðð1; . . . ; 1ÞkÞ;
sðð1; . . . ; 1; 4ÞlÞ ¼ sðð1; . . . ; 1; 4ÞkÞ;

sðð9; 10; . . . ; 10ÞlÞ ¼ sðð10; . . . ; 10ÞkÞ;

sðð1; . . . ; 1; 2ÞmÞ ¼ sðð1; . . . ; 1; 2ÞkÞ;
sðð1; . . . ; 1; 4ÞmÞ ¼ sðð1; . . . ; 1; 4; 4ÞkÞ;

sðð9; 10; . . . ; 10ÞmÞ ¼ sðð9; 10; . . . ; 10ÞkÞ:
Wegen k; l;m � 54 und r ¼ 10 muß in jedem 	 2 A eine natürliche
Zahl tð	Þ, 1 � tð	Þ � 10, mindestens 6-mal auftreten. Daher gibt
es eine Partition P, welche die obigen Gleichungen induziert und
die keinen einelementigen Block enthält. Sei v ¼ ðv1; . . . ; v10Þ. Wir
definieren P durch

	 � �, svð	Þ ¼ svð�Þ:
Das Tripel (5, 9, 14) liegt in der Gruppe HðPÞ.

Die nächsten Beispiele zeigen, daß es in HðPÞ nichttriviale
Elemente geben kann, bei denen eine Komponente Null ist. Dabei
können in P einelementige Blöcke auftreten.

Beispiel 3. (Ausnahmefall in Prop. 4.2, vgl. (4.27).) Sei r ¼ 2, l ¼ 2,
m ¼ 1, v2 ¼ �v1. In P gelten die €AAquivalenzen

�Mi � �Mi; �Ma � �Ma; �mi � �Mi

(es genügt �mi � � für ein � 2 Ak). In Ak kann die Partition beliebig
festgelegt werden. Dann gehört für jede ganze Zahl L das Tripel
ð0;L; 2LÞ zur Gruppe HðPÞ.
Beispiel 4. (entspricht bei geeigneter Umordnung dem Ausnahmefall
in Prop. 4.3, vgl. (4.46).) Sei r ¼ 2, l ¼ 2, m ¼ 1, v2 ¼ �v1. Die
Partition P ist definiert durch

�Mi � �Ma; �Ma � �Mi; �mi � �Mi

(oder �mi � � für ein � 2 Ak), die €AAquivalenzen innerhalb von Ak seien
beliebig gegeben. Für jede ganze Zahl L liegt ð0; L;�2LÞ in HðPÞ.

Die Partitionen in den Beispielen 3 und 4 sind ,,im wesentlichen‘‘
die einzigen, für die HðPÞ nichttriviale Elemente ðK;L;MÞ mit

K � L �M ¼ 0

besitzt. Der folgende Satz ist auch für g ¼ 1 richtig.
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Proposition 6.1. (a) Für eine beliebige Partition P (mit oder ohne
Singletons) und für jeden zulässigen Vektor gilt

v1 < 0 � vr:

(b) Sei P eine beliebige Partition, welche nicht eine Gestalt, wie
sie in (4.27) oder (4.46) auftritt (bei geeigneter Vertauschung von
K, L, M), besitzt. Dann gilt für jedes Element (K, L, M) 2 HðPÞ

K � L �M 6¼ 0:

(c) Sei P eine Partition mit Singletons, die nicht von der Form (4.27)
oder (4.46) ist. Dann ist HðPÞ ¼ fð0, 0, 0Þg.

Der Beweis beruht auf den Propositionen 4.1–4.3 und dem Satz 5.2.

Folgerung 6.1. Gibt es in � (für die Definition von � siehe x4) einen
Vektor ðv1; . . . ; vrÞ mit 0 < v1 < . . . < vr, dann ist für jede Partition
P die Gruppe HðPÞ ¼ fð0, 0, 0Þg.

Zu den Beispielen 3, 4 lassen sich rekurrente Folgen fungn2Z

angeben, für die Gleichung (3.1) unendlich viele Lösungen
ðh; n; qÞ 2 Z3 besitzt. fungn2Z hat dann die Form

un ¼ A1

�
1

�n
þ 
ð"�Þn

�
;

wobei � 2 C� keine Einheitswurzel ist. Umgekehrt kann man zu
jeder solchen Folge Zahlen a; b; c 2 C� wählen, sodaß die Gleichung
(3.1) unendlich viele Lösungen hat.

Wir werden zunächst aus den Beispielen 3 und 4 notwendige
Bedingungen für fungn2Z herleiten, damit unendlich viele ðh; n; qÞ 2
Z3 der Identität (3.1) genügen. Dazu untersuchen wir die von den
€AAquivalenzen

�Mi � �Mi; �Ma � �Ma ðBeispiel 3Þ
�Mi � �Ma; �Ma � �Mi ðBeispiel 4Þ

induzierten Gleichungen. Diese sind von der Gestalt

f ðmÞ�m ¼ gðnÞ�n; f ; g 2 C½x	: ð6:1Þ
Laurent behandelt in seiner Arbeit [2] solche Gleichungen.

Satz 6.1 (LAURENT [2]). Seien �; � 2 C� keine Einheitswurzeln.
Weiter seien f ; g nichttriviale Polynome, deren Koeffizienten in C
liegen. S bezeichne die Menge aller Paare ðm; nÞ 2 Z2 mit

f ðmÞ�m ¼ gðnÞ�n:
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Wir setzen
jSj ¼ 1

voraus. Dann existieren zwei ganze Zahlen r 6¼ 0, s 6¼ 0, welche die
Relation

�r ¼ �s ð6:2Þ
erfüllen. Sei � die Linearform

�ðm; nÞ ¼ rn� sm

zu einem festen Paar ðr; sÞ mit der Beziehung (6.2).

(i) Ist �ðSÞ endlich, dann gibt es eine ganze Zahl t, sodaß S aus der
Vereinigung einer endlichen Menge und einer affinen Untergruppe
A der Dimension 1 besteht, wobei A in ��1ðtÞ enthalten ist.

(ii) Wenn �ðSÞ eine unendliche Menge bildet, dann ist eines der
beiden Polynome konstant, während das andere genau eine
(eventuell mehrfache) Nullstelle besitzt.

Im Beweis von Theorem 6.1 tritt (mit anderen Bezeichnungen) die
Gleichung

��w ¼ ðt � �Þe ð6:3Þ
in den Variablen t;w 2 Z auf. Dabei sind � 6¼ 0, � 6¼ 0 und � komplexe
Zahlen, e ist natürlich. Ferner sei � keine Einheitswurzel. (6.3) wird in
den Arbeiten [9, 11] untersucht. Wir zitieren Lemma 2 in [9].

Satz 6.2 (SCHLICKEWEI, SCHMIDT). Die Gleichung (6.3) besitzt
höchstens dann unendlich viele Lösungen t;w 2 Z, wenn � 2 Q und
�u 2 Z für ein u 2 Znf0g. Im Fall unendlich vieler Lösungen
bestehen diese aus einer endlichen Menge und ein oder zwei
Einparameterfamilien tðsÞ, wðsÞ vom Typ

tðsÞ ¼ cRs þ �; wðsÞ ¼ asþ b ðs 2 NÞ:
Eine zweite Lösungsfamilie kann höchstens dann auftreten, wenn e
gerade ist. Diese hat die Gestalt

tðsÞ ¼ c0Rs þ �; wðsÞ ¼ asþ b0 ðs 2 NÞ:
R ist eine rationale Potenz von � mit R > 1, R 2 Z. a; b; b0 sind ganze
Zahlen mit au > 0 und c; c0 2 Q.

Im Folgenden seien

h1; n1 2 Z; A1 2 C�; � 2 C� keine Einheitswurzel;

"; � Einheitswurzeln mit �3 ¼ 1:

Korollar 6.1 und Theorem 6.1 zeigen, daß im Fall g ¼ 1 Gleichungen
vom Typ (3.1) angegeben werden können, die unendlich viele
Lösungen ðh; n; qÞ 2 Z3 zulassen.

98 S. Grünes



Theorem 6.1. Sei fungn2Z eine nichtdegenerierte rekurrente Folge,
die einer Gleichung (3.1) genügt. Weiters sei P eine Partition, welche
durch einen der Ausnahmefälle (4.27), (4.46) definiert ist. Wir setzen
voraus, daß die Kardinalität

jSðPÞj ¼ 1
ist. Dann ist die Folge fungn2Z von der Form

un ¼ A1

�
1

�n
þ 
ð"�Þn

�
8n 2 Z; ð6:4Þ

wobei A1 2 C�, � 2 C� keine Einheitswurzel, " eine Einheitswurzel
ist. Sei o die Ordnung von ".

Im Fall (4.27) ist


 ¼ "q1�2q1 ;

wobei ð0; q1Þ eine Lösung des Systems (6.8), (6.9) ist. fungn2Z läßt
sich in der Gestalt

un�q1
¼ A

�
1

�n
þ ð"�Þn

�
A 2 C�

darstellen. Die Gleichung (3.1) lautet dann

�2A2

a0

"wuh
k þ un

2 � Auq ¼ 0 h0; w 2 Z; A ¼ A1�
q1 ; a0 ¼ uh0

k;

ð6:5Þ
wobei h0 eine der endlich vielen Lösungen von (6.19) ist. Für alle
w 2 Z liegen die Tripel

ðh0; n; 2nþ q1Þ 8n � w� q1 ðmod oÞ;

8 L€oosungen h0 von ð6:19Þ
in SðPÞ. Diese Tripel sind, bis auf endlich viele, alle Elemente von
SðPÞ.

Tritt der Fall (4.46) ein, so ist


 ¼ �"�e
3 �

�2e
3 ¼ �"f�2f ; e ¼ 2n1 þ q1; �

3 ¼ 1; f ¼ � e

3
2 1

3
Z;

wobei ðq1; n1Þ eine Lösung des Systems (6.21), (6.22) ist. fungn2Z läßt
sich in der Form

un�f ¼ A

�
1

�n
þ ð"�Þn

�
A 2 C�
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darstellen. Gleichung (3.1) besitzt die Gestalt

� 2A2

a0

"w�uh
k þ un

2 � A"2w�2uq ¼ 0 ð6:6Þ

mit h0 2 Z, w ¼ n1 þ f , a0 ¼ uh0

k, A ¼ A1�
f 2 C�, wobei h0 eine der

endlich vielen Lösungen der Gleichung (6.36) ist.
Die Tripel

ðh0; n;�2n� 3f Þ 8n � w� f ðmod oÞ;

8h0 2 Z; die ð6:36Þ erf €uullen;

gehören zu SðPÞ und liefern daher Lösungen der Gleichung (6.6).
Diese Tripel sind (bis auf endlich viele Ausnahmen) alle Elemente der
Menge SðPÞ.

Ist umgekehrt eine Folge fungn2Z vom Typ (6.4) mit


 ¼ "q1�2q1 ðq1 2 ZÞ;

dann genügt fungn2Z einer Gleichung der Form (6.5) mit unendlich
vielen Lösungen. Die Tripel

ðh0; n; 2nþ q1Þ 8n � w� q1 ðmod oÞ; o Ordnung von "; h0;w 2 Z

sind Elemente der Lösungsmenge von (6.5).
Ist fungn2Z von der Gestalt (6.4) mit


 ¼ �"f�2f f 2 1

3
Z; �3 ¼ 1;

dann hat die Gleichung (6.6) unendlich viele Lösungen. Die
Lösungsmenge enthält die Tripel

ðh0; n;�2n� 3f Þ 8n � w� f ðmod oÞ; h0;w 2 Z:

Beweis. Wir gehen von der Annahme aus, daß es zu den Fällen (4.27)
und (4.46) Folgen gibt, welche für eine Gleichung der Form (3.1)
unendlich viele Lösungen ðh; n; qÞ 2 Z3 zulassen. Daraus leiten wir
mit Hilfe der Sätze 6.1 und 6.2 das Aussehen einer solchen Folge
fungn2Z ab. Dann wird gezeigt, daß zu jeder Folge der Gestalt (6.15)
bzw. (6.33) eine Gleichung (3.1) mit unendlich vielen Lösungen
angegeben werden kann.

Die Bedingungen

r ¼ 2; v2 ¼ �v1

100 S. Grünes



in den Beispielen 3 und 4 werden erfüllt, indem wir ein � 2 C�, �
keine Einheitswurzel, wählen und

�1 ¼
1

�
; �2 ¼ "�

setzen. Da r ¼ 2 und die Lösungsmenge des Systems (4.11) ein
nichttriviales Element enthält, muß g ¼ 1 sein. Die Relation (3.3)
nimmt die Form

un ¼ f1ðnÞ
1

�n
þ f2ðnÞð"�Þn

an.

aÞ Für

l ¼ 2; m ¼ 1; k beliebig ðsiehe Beispiel 3 und ð4:27ÞÞ

wird die Gleichung (3.1) zu

a �
�

f1ðhÞ
1

�h
þ f2ðhÞð"�Þh

�k

þ b �
�

1

�n
f1ðnÞ þ f2ðnÞð"�Þn

�2

þ

þ c �
�

1

�q
f1ðqÞ þ ð"�Þqf2ðqÞ

�
¼ 0:

Also ist

a �
�

1

�h
f1ðhÞ þ ð"�Þhf2ðhÞ

�k

þ b
1

�2n
f1

2ðnÞ þ 2bf1ðnÞf2ðnÞ"nþ

þ bð"�Þ2n
f2

2ðnÞ þ c
1

�q
f1ðqÞ þ cð"�Þqf2ðqÞ ¼ 0: ð6:7Þ

Die €AAquivalenzen �Mi � �Mi, �Ma � �Ma führen zu den Gleichungen

b
1

�2n
f1

2ðnÞ ¼ �c
1

�q
f1ðqÞ; ð6:8Þ

bð�"Þ2n
f2

2ðnÞ ¼ �cð�"Þqf2ðqÞ: ð6:9Þ
Wir setzen

un ¼ f1ðnÞ
1

�n
:

Die Gleichung (6.8) wird zu

b � un
2 ¼ �cuq:
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Das ist der Spezialfall einer Gleichung, die in [8] untersucht wird. �
ist keine Einheitswurzel. Wenn wir unendlich viele Lösungen in (6.8)
haben wollen, dann ist nach [8]

f1ðnÞ � A1 2 C� 8n 2 Z

notwendig. Analog setzen wir in der Gleichung (6.9)

~uun ¼ f2ðnÞð"�Þn

und erhalten

b � ~uun
2 ¼ �c~uuq:

Diese Gleichung kann nur dann unendlich viele Lösungen besitzen,
wenn wir

f2ðnÞ � A2 2 C� 8n 2 Z

fordern. Aus (6.8) und (6.9) folgen die Gleichungen

bA1

1

�2n
¼ �c

1

�q
; ð6:10Þ

bA2ð"�Þ2n ¼ �cð"�Þq: ð6:11Þ

Diese sind vom Typ (6.1) mit Grad f ðxÞ ¼ Grad gðxÞ ¼ 0. Die
Lösungen von (6.1) bilden wegen Satz 6.1 bis auf endlich viele
Ausnahmen eine Einparameterfamilie F . Mehr über Gleichungen der
Gestalt (6.1) steht in den Artikeln [9] und [11]. F besteht aus Paaren
ðn; qÞ

n ¼ n0t þ n1 0 � n1 < n0

q ¼ q0t þ q1
n0; n1; q0; q1 2 Z; 8t 2 Z;

wobei n0, q0 die Relation (6.2) erfüllen und ðn1; q1Þ eine Lösung von
(6.1) darstellt. Im Fall (6.10) lautet (6.2)

�
1

�2

�1

¼
�

1

�

�2

;

d.h. n0 ¼ 1, q0 ¼ 2. Daher ist n1 ¼ 0 und F ¼ fðt; 2t þ q1Þjt 2 Zg.
Für t 2 Z erhalten wir aus (6.10) und (6.11)

bA1

1

�2t
¼ �c

1

�2tþq1
;

bA2ð"�Þ2t ¼ �cð"�Þ2tþq1 :
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Es folgt

bA1 ¼ �c
1

�q1
; ð6:12Þ

bA2 ¼ �cð"�Þq1 : ð6:13Þ
Durch Divison ergibt sich aus den obigen beiden Gleichungen die
Identität

A2

A1

¼ "q1�2q1 ;

also

A2 ¼ "q1�2q1A1: ð6:14Þ
Wegen (6.14) besitzt die Folge fungn2Z die Gestalt

un ¼ A1

�
1

�n
þ "q1�2q1ð"�Þn

�
¼ A1�

q1

�
1

�nþq1
þ ð"�Þnþq1

�
:

ð6:15Þ
Wir erhalten die Darstellung

un�q1
¼ A

�
1

�n
þ ð"�Þn

�
f€uur ein q1 2 Z; A 2 C�; ð6:16Þ

wobei A und A1 durch die Relation

A ¼ A1�
q1

verbunden sind. Die Gleichungen (6.7), (6.8), (6.9) führen zu der
Gleichung

aA1
k

�
1

�h
þ "q1�2q1ð"�Þh

�k

þ b � 2A1
2"nþq1�2q1 ¼ 0: ð6:17Þ

Weil " eine Einheitswurzel ist, zerfällt (6.17) in endlich viele
Gleichungen der Gestalt

uh ¼ K K Konstante:

fungn2Z hat einen Rang r > 1. Wir schließen mit Hilfe der Folgerung
5.1, daß uh ¼ K höchstens endlich viele Lösungen besitzt. Also
erfüllen endlich viele h 2 Z die Gleichung (6.17). Aus (6.17) leiten
wir für a den Ausdruck

a ¼ �2b"nþq1�2q1

A1
k�2
�

1
�h þ "q1�2q1ð"�Þh

�k
¼ �2bA2"nþq1

A1
k
�

1
�h þ "q1�2q1ð"�Þh

�k
ð6:18Þ

ab, wobei ðh; n; qÞ 2 SðPÞ ist.
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Sei w eine Restklasse (mod o). Wir betrachten die Gleichung

aA1
k

�
1

�h
þ "q1�2q1ð"�Þh

�k

þ 2bA2"w ¼ 0: ð6:19Þ

Ist h0 eine Lösung von (6.19), dann sind ðh0; nÞ 8n � w� q1 (mod o)
Lösungen von (6.17). Offensichtlich liegen die Tripel

ðh0; n; 2nþ q1Þ 8n � w� q1 ðmod oÞ

in SðPÞ. Die Lösungsmenge des Systems (6.8), (6.9) besitzt die Form
F [M, wobei M eine endliche Menge ist. Daher enthält SðPÞ, außer
den Tripeln

ðh0; n; 2nþ q1Þ 8w mit 0 � w < o; 8n � w� q1 ðmod oÞ;

8 L€oosungen h0 von ð6:19Þ;

höchstens noch endlich viele Elemente.
Seien umgekehrt

A12C�; q12Z; �2C� keine Einheitswurzel; " eine Einheitswurzel

gegeben. Zu jeder Folge der Form (6.15) können wir eine Gleichung
(3.1) finden, welche unendlich viele Lösungen ðh; n; qÞ 2 Z3 besitzt.
Wir setzen o.B.d.A. b ¼ 1 und berechnen c nach der Formel (6.12).
Dadurch enthalten die Gleichungen (6.10) und (6.11) die Lösungen
ðn; 2nþ q1Þ 8n 2 Z. Sei o die Ordnung von ". Wir wählen h0, w 2 Z
und setzen

a ¼ �2�2q1"w

A1
k�2
�

1
�h0
þ "q1�2q1ð"�Þh0

�k
:

Dann erfüllen die Paare ðh0; nÞ 8nþ q1 � w (mod o) die Gleichung
(6.17).

Fassen wir die obigen €UUberlegungen zusammen, so ergibt sich, daß
in der Gleichung

�2A2

a0

"w � uh
k þ un

2 � Auq ¼ 0; h0;w;q1 2 Z; A 2 C�; a0 ¼ uh0

k

unendlich viele Lösungen auftreten. Dabei wird fungn2Z durch (6.16)
beschrieben. Die Lösungsmenge enthält die Tripel

ðh0; n; 2nþ q1Þ 8nþ q1 � w ðmod oÞ:
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€AAquivalent dazu ist die Formulierung: Die Gleichung

�2A2

a0

"w �uh
kþun�q1

2�Auq¼ 0; h0;w;q1 2Z; a0¼ uh0

k; A¼A1�
q1

mit un ¼ A1�
q1
�

1
�nþq1
þ ð"�Þnþq1

�
besitzt unendlich viele Lösungen,

wobei die Tripel ðh0; n� q1; 2n� q1Þ, n � w mod(o) der Lösungs-
menge angehören.

bÞ Für

m ¼ 1; l ¼ 2; k beliebig ðsiehe Beispiel 4 und ð4:46ÞÞ
wird die Gleichung (3.1) zu

a �
�

f1ðhÞ
1

�h
þ f2ðhÞð"�Þh

�k

þ b �
�

f1ðnÞ
1

�n
þ f2ðnÞð"�Þn

�2

þ

þ c �
�

f1ðqÞ
1

�q
þ f2ðqÞð"�Þq

�
¼ 0:

Also ist

a �
�

f1ðhÞ
1

�h
þ f2ðhÞð"�Þh

�k

þ bf1
2ðnÞ 1

�2n
þ 2b � f1ðnÞ � f2ðnÞ � "nþ

þ bf2
2ðnÞð"�Þ2n þ cf1ðqÞ

1

�q
þ cf2ðqÞð"�Þq ¼ 0 ð6:20Þ

Die €AAquivalenzen

�Mi � �Ma; �Ma � �Mi

entsprechen den Gleichungen

cf1ðqÞ
1

�q
¼ �b � f2

2ðnÞ � ð"�Þ2n; ð6:21Þ

cf2ðqÞð"�Þq ¼ �b � f1
2ðnÞ � 1

�2n
: ð6:22Þ

Da " eine Einheitswurzel ist, führt (6.21) zu endlich vielen
Gleichungen der Gestalt

c0 � f1ðqÞ
1

�q
¼ �b0 � f2

2ðnÞ�2n:

Eine dieser Gleichungen besitzt unendlich viele Lösungen
ðq; nÞ 2 Z2. Sie ist von der Form (6.1). Die Beziehung (6.2) ist wegen

�
1

�

��2

¼ ð�2Þ1

erfüllt.
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Wir gehen zunächst von der Annahme Grad f1 � 1, Grad f2 � 1
aus. Nach Satz 6.1 existiert eine ganze Zahl e mit

�2n� q ¼ �ln� mq ¼ e:

Daher gilt für unendlich viele n

c0 � f1ð�2n� eÞ ¼ �b0 � f2
2ðnÞ�2n��2n�e:

Es folgt für

f 1ðnÞ ¼ f1ð�2n� eÞ
die Gleichung

c0 � f 1ðnÞ ¼ �b0 � f22ðnÞ��e;

wobei Grad f 1 ¼ Grad f1. Aus der Polynomidentität

c0 � f 1 ¼ �b0 � f2
2��e

schließen wir

Grad f2 < Grad f1:

Durch analoges Vorgehen erhalten wir aus (6.22) den Widerspruch

Grad f1 < Grad f2:

Daher ist mindestens eines der Polynome f1, f2 konstant. Wir
nehmen jetzt an, daß der Grad f1 � f2 � 1 ist. Sei o.B.d.A.

f1ðqÞ � A1 2 C� 8q 2 Z; Grad f2 � 1:

Nach Satz 6.1 läßt sich f2 in der Form

f2ðxÞ ¼ A2ðx� �Þu;
u natürlich, � komplex, A2 2 C� darstellen. Die Gleichungen (6.21),
(6.22) werden zu

cA1

1

�q
¼ �bA2

2ðn� �Þ2uð"�Þ2n; ð6:23Þ

cA2ðq� �Þuð"�Þq ¼ �bA1
2 1

�2n
: ð6:24Þ

Durch einfaches Umformen erhalten wir

� c

b

A1

A2
2

1

�qþ2n

1

"2n
¼ ðn� �Þ2u;

� b

c

A1
2

A2

1

�qþ2n

1

"q
¼ ðq� �Þu:
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Wir setzen

e ¼ qþ 2n:

Da " eine Einheitswurzel ist, genügt es, das Gleichungssystem

�
1

�e
¼ ðn� �Þ2u; ð6:25Þ

�
1

�e
¼ ðq� �Þu ð6:26Þ

zu betrachten (wegen Satz 6.1 nimmt e unendlich viele Werte an).
Wir wenden jetzt Satz 6.2 auf die beiden Gleichungen (6.25), (6.26)
an. Danach existieren unendlich viele natürliche Zahlen s mit

eðsÞ ¼ cRs þ �; nðsÞ ¼ a0sþ b0; qðsÞ ¼ asþ b:

Wegen eðsÞ ¼ qðsÞ þ 2nðsÞ gilt

eðsÞ ¼ ð2a0 þ aÞsþ ð2b0 þ bÞ:
Wir wählen s0 2 N so groß, daß

jc � Rs0ðR� 1Þj > j2a0 þ aj:
Daraus folgt

eðs0 þ iÞ 6¼ 2 � nðs0 þ iÞ þ qðs0 þ iÞ 8i 2 N:

Also besitzt das System der Gleichungen (6.25), (6.26) höchstens
endlich viele Lösungen im Widerspruch zur Voraussetzung.

Es bleibt nur mehr der Fall

f1 � A1 2 C�; f2 � A2 2 C�

übrig. (6.21), (6.22) nehmen die Form

cA1

1

�q
¼ �bA2

2ð"�Þ2n; ð6:27Þ

cA2ð"�Þq ¼ �bA1
2 1

�2n
: ð6:28Þ

an. Wir bezeichnen die Ordnung von " mit o. (6.27) und (6.28) sind
Gleichungen vom Typ (6.1). Sie erfüllen die Relation (6.2), denn

�
1

�

�2o

¼ ð"�2Þ�o;

ð"�Þ2o ¼
�

1

�2

��o

:
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Abgesehen von endlich vielen Elementen, besteht die Lösungsmenge
von (6.27) aus den Paaren ðq; nÞ mit

q ¼ 2oiþ q1; n ¼ �oiþ n1 8i 2 Z: ð6:29Þ
Dabei ist ðq1; n1Þ eine Lösung von (6.27). Die Menge der Paare ðq; nÞ
mit (6.29) werde mit F bezeichnet. Sei o.B.d.A.

b ¼ 1:

Nach Voraussetzung besitzen (6.27) und (6.28) unendlich viele
gemeinsame Lösungen. Daher gilt für unendlich viele i 2 Z

cA2ð"�Þ2oiþq1 ¼ �A1
2 1

�2ð�oiþn1Þ
:

Das ergibt

cA2�
q1þ2n1"q1 ¼ �A1

2: ð6:30Þ
Multiplikation von (6.27) und (6.28) ergibt

�bcA1
3 1

�2nþq
¼ �bcA2

3ð"�Þ2nþq:

Wegen

qþ 2n ¼ 2oiþ q1 þ 2ð�oiþ n1Þ ¼ q1 þ 2n1 8i 2 Z

gilt für fast alle Lösungen ðq; nÞ des Systems (4.22), (4.23), daß
qþ 2n konstant ist. Wir definieren e durch

e ¼ q1 þ 2n1

und � 2 Cnf1g durch

�3 ¼ 1:

Es folgt

A2
3 ¼ "�2n�q��4n�2qA1

3 ¼ "�2n1�q1��4n1�2q1A1
3;

das heißt

A2
3 ¼ "�e��2eA1

3:

Zwischen A2 und A1 besteht eine der Beziehungen

A2 ¼ �j"
�2n1�q1

3 �
�4n1�2q1

3 A1 ¼ �j"�
e
3��

2e
3 j ¼ 0; 1; 2: ð6:31Þ

Wir setzen diese Zahlen in (6.30) ein und erhalten für c die möglichen
Werte

c ¼ ��2jA1"
2n1þq1

3 �
�2n1�q1

3 "�q1 ¼ ��2jA1�
�e
3 "

2n1�2q1
3 j ¼ 0;1;2: ð6:32Þ
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Für fungn2Z existieren ebenfalls drei Darstellungen, nämlich

un ¼ A1

�
1

�n
þ �j"

�2n1�q1
3 �

�4n1�2q1
3 ð"�Þn

�
j ¼ 0; 1; 2: ð6:33Þ

Daher ist

un ¼ A1

�
1

�n
þ �j"

�e
3 �

�2e
3 ð"�Þn

�
j ¼ 0; 1; 2:

Die Folge fungn2Z läßt sich auch durch

un¼A1�
�e
3

�
��ðn�

e
3
Þ þ �ð"�Þn�

e
3

	
;

un¼A
�
��ðnþf Þ þ �ð"�Þnþf

	
f€uur ein f 2 1

3
Z;A2C�; � 2C mit �3¼ 1

ð6:34Þ
beschreiben. Zwischen A und A1 besteht die Beziehung

A ¼ A1�
�e

3 ¼ A1�
f :

Aus (6.20), (6.21) und (6.22) schließen wir

2bf1ðnÞf2ðnÞ"n þ a

�
f1ðhÞ

1

�h
þ f2ðhÞð"�Þh

�k

¼ 0:

Wegen

f1 � A1; f2 � A2

und der Relation A2 ¼ 
A1 gilt

2bA1
A1"
n þ aA1

k

�
1

�h
þ 
ð"�Þh

�k

¼ 0: ð6:35Þ

Da " eine Einheitswurzel ist, zerfällt (6.35) in endlich viele
Gleichungen der Form

uh ¼ K; K Konstante:

Wegen r > 1 schließen wir mit Hilfe der Folgerung 5.1, daß
höchstens endlich viele h 2 Z (6.35) erfüllen. Für alle ðq; nÞ 2 F gilt

"n ¼ "n1 :

Daher folgt aus (6.35) und b ¼ 1 für fast alle Lösungen ðq; nÞ des
Systems (6.21), (6.22) die Gleichung

2A1
A1"
n1 þ aA1

k

�
1

�h
þ 
ð"�Þh

�k

¼ 0: ð6:36Þ
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Es sei h0 eine ganzzahlige Lösung der Gleichung (6.36). Dann liegen
für alle i 2 Z die Tripel

ðh0; n; qÞ ¼ ðh0;�oiþ n1; 2oiþ q1Þ
in der Menge SðPÞ. Dies sind, bis auf endlich viele Ausnahmen, alle
Elemente von SðPÞ. Aus (6.36) ergibt sich

a ¼ � 2"n1
A1
2

A1
k
�

1
�h0
þ 
ð"�Þh0

�k
; 
 ¼ �"

�2n1�q1
3 �

�4n1�2q1
3 ¼ �"�e

3 �
�2e

3 :

ð6:37Þ
Wir setzen

a0 ¼ A1
k

�
1

�h0
þ 
ð"�Þh0

�k

:

a0 ist ein Element der Menge fuh
k: h 2 Zg. Aus (6.37) erhalten wir

a ¼ � 2"n1�"�
e
3��

2e
3 A1

2

a0

¼ � 2"n1þf �A2

a0

:

Bezeichnen wir n1 þ f mit w, so ergibt sich

a ¼ � 2"w�A2

a0

; w 2 f þ Z: ð6:38Þ

Ist eine Folge fungn2Z durch die Angabe von A1, �, �, ", n1, q1

(statt n1, q1 genügt es, für die Festlegung von fungn2Z die Zahl e
anzugeben) und die Beziehung (6.33) definiert, so setzen wir o.B.d.A.
b ¼ 1 und bestimmen c aus (6.32). c ist von den Elementen aus
F unabhängig (F ist die Menge aller ðq; nÞ mit q ¼ 2oiþ q1,
n ¼ �oiþ n1, i 2 Z). Dadurch besitzt das Gleichungssystem (6.27),
(6.28) (damit auch das System (6.21), (6.22)) unendlich viele
Lösungen ðq; nÞ, wobei q ¼ 2oiþ q1, n ¼ �oiþ n1 8i 2 Z. Wir
wählen h0 2 Z und bestimmen a durch die Formel (6.37). Dann
erfüllt h0 die Beziehung (6.36). Daher sind

ðh0;�oiþ n1Þ 8i 2 Z

Lösungen von (6.35). Die Lösungsmenge der Gleichung

un
2 � �2A1"

2n1�2q1
3 �

�2n1�q1
3 uq�

� 2"n�"
�2n1�q1

3 �
�4n1�2q1

3

A1
k�2
�

1
�h0
þ �j"

�2n1�q1
3 �

�4n1�2q1
3 ð"�Þh0

	k
� uh

k ¼ 0

enthält die Tripel ðh0;�oiþ n1; 2oiþ q1Þ 8i 2 Z.
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Wir können dies einfacher darstellen. Die Folge fungn2Z kann
durch die Angabe von

"; �; f 2 1

3
Z; A 2 C�; � mit �3 ¼ 1

und die Beziehung (6.34) festgelegt werden. Wir wählen die
Restklasse w (mod o), h0 2 Z und berechnen a; c aus den Formeln
(6.32) und (6.38). Dann liefern die Tripel

ðh0; n;�2n� 3f Þ 8n � w� f ðmod oÞ
Lösungen der Gleichung

un
2 � A"2w�2uq �

2A2

a0

"w�uh
k ¼ 0:

7
Korollar 6.1. Jede (nichtdegenerierte rekurrente) Folge fungn2Z,
welche durch die Formel

un ¼ A1

�
1

�n
þ 
ð"�Þn

�

mit �;A1 2 C�, � keine Einheitswurzel, " eine Einheitswurzel und


 ¼ �"f�2f f 2 1

3
Z; �3 ¼ 1

definiert ist, induziert eine Gleichung (3.1) mit unendlich vielen
Lösungen ðh; n; qÞ 2 Z3.

Der Beweis folgt aus Theorem 6.1.

Beispiel 5. Die Folge fungn2Z

un ¼ A1

�
1

�n
þ �n

�

� 2 C�, � keine Einheitswurzel, erfüllt die Gleichungen

2A1 �
1

A1

un
2 þ u2n ¼ 0 8n 2 Z

und

2A1 �
1

A1

un
2 þ u�2n ¼ 0 8n 2 Z:

Beweis. Die untere Gleichung folgt aus der oberen mit Hilfe der
Beziehung

un ¼ u�n 8n 2 Z:
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Wir haben A ¼ A1, " ¼ 1. Da 
 ¼ 1 ist, können wir 
 sowohl in der
Form

�) 
 ¼ "q1�2q1 (hier ist q1 ¼ 0)
als auch

�) 
 ¼ �"f�2f (hier ist � ¼ 1 und f ¼ 0)
darstellen.

Im Fall �) wählen wir w ¼ 0, h0 2 Z beliebig und erhalten nach
Theorem 6.1 die Gleichung

� 2A1
2

a0

uh
k þ un

2 � A1uq ¼ 0: ð6:39Þ

Die Tripel

ðh0; n; 2nþ q1Þ ¼ ðh0; n; 2nÞ 8n 2 Z

sind Lösungen. Wegen a0 ¼ uh0

k folgt daraus

�2A1
2 þ un

2 � A1u2n ¼ 0 8n 2 Z:

Den Fall �) behandeln wir analog mit Hilfe von Theorem 6.1. Die
Tripel

ðh0; n;�2n� 3f Þ ¼ ðh0; n;�2nÞ 8n 2 Z

liefern Lösungen der Gleichung (6.39). Also gilt

�2A1
2 þ un

2 � A1u�2n ¼ 0 8n 2 Z:

7
Beispiel 5 zeigt, daß es Gleichungen (3.1) gibt, die sowohl für

Partitionen P, welche durch (4.27) definiert sind, als auch für
Partitionen ~PP, welche durch (4.46) gegeben sind,

jSðPÞj ¼ 1; jSð ~PPÞj ¼ 1
erfüllen.

Satz 6.3. Sei r > 1 und fungn2Z eine nichtdegenerierte Folge. Die
Gleichung

bun
l þ cuq

m ¼ K; K 2 C� ð6:40Þ
habe unendlich viele Lösungen ðn; qÞ 2 Z2. Dann gibt es bis auf
Umbenennung nur die Möglichkeit

l ¼ 2; m ¼ 1

und die Folge fungn2Z hat die Form

un ¼ A1

�
1

�n
þ 
ð"�Þn

�
n 2 Z;
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" eine Einheitswurzel, � 2 C� keine Einheitswurzel. Dabei ist


 ¼ �"f�2f f 2 1

3
Z; �3 ¼ 1:

Wir bezeichnen die Ordnung von " mit o. Dann erfüllt die Folge
fungn2Z eine der Gleichungen

un
2 � Auq ¼ 2A2"w; un

2 � A"2w�2uq ¼ 2A2"w� f €uur ein w 2 f þ Z:

Für � ¼ 1, 2w � 0 (mod o) lautet die Gleichung (6.40)

un
2 � Auq ¼ 2A2"w:

Ist �3 ¼ 1, � 6¼ 1, so besitzt (6.40) die Gestalt

un
2 � A"2w�2uq ¼ 2A2"w�:

Beweis. Der Fall K ¼ 0 wird in [8] behandelt. Wegen r > 1 besitzt
(6.40) höchstens endlich viele Lösungen.

Sei K 6¼ 0. Wir wählen eine natürliche Zahl k =2fl;m; 1; 2g, und ein
h0 2 Z mit uh0

6¼ 0. Dann treten in der Gleichung

auh
k þ bun

l þ cuq
m ¼ 0 a ¼ � K

uh0
k

ð6:41Þ

unendlich viele Lösungen auf. Für h ¼ h0 bekommen wir (6.40). Wir
formen (6.40) mit Hilfe von Satz 1.1 um und erhalten

X

�2Al

G�ðnÞ’�n þ
X

�2Am

H�ðqÞ’�q � K ¼ 0:

Dies ist eine Gleichung vom Typ (2.1) mit

N ¼ 2; I ¼ Al [ Am [ f!�g; x ¼ ðn; qÞ;
�� ¼ ð’�; 1Þ; f�ðxÞ ¼ G�ðnÞ f€uur � 2 Al;

�� ¼ ð1; ’�Þ; f�ðxÞ ¼ H�ðqÞ f€uur � 2 Am;

�!� ¼ ð1; 1Þ; f!�ðxÞ ¼ �K:

Sei Q eine Partition von I. Ist f!�g ein Singleton, dann ist K ¼ 0.
Der Fall f�g 2 Q (f�g 2 Q verläuft analog) führt zu endlich vielen
Gleichungen der Gestalt

uq ¼ C; C Konstante:

Nach Folgerung 5.1 hat uq ¼ C eine endliche Lösungsmenge. Daher
besitzt für f�g 2 Q die Gleichung (6.40) nur endlich viele Lösungen.
Enthält die Partition Q kein Singleton, so ordnen wir Q eine Partition
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~PP von A zu, welche das Urbild von Q unter der Abbildung
�: A! I,

�ð!Þ ¼ ! ! 2 Al [ Am;

�ð�Þ ¼ !� � 2 Ak

ist. Analog zu Satz 5.2 haben wir

ðL;MÞ 2 HðQÞ , ð0; L;MÞ 2 Hð ~PPÞ:
Wenn wir von den Situationen (4.27), (4.46) absehen, dann gilt für
die Partition ~PP, daß Hð ~PPÞ nur aus der Null besteht. Daraus folgt
HðQÞ ¼ f0g, wegen Korollar 2.1 ist daher SðQÞ endlich. Erfüllt ~PP
(4.27) oder (4.46), dann können, wie in Theorem 6.1 gezeigt wurde,
unendlich viele Lösungen existieren, wobei fl;mg ¼ f1; 2g ist.

Sei o.B.d.A b ¼ 1.
Im Fall (4.27) lautet die Gleichung (6.41)

� 2A2

a0

"wuh
k þ un

2 � Auq ¼ 0:

Wegen a0 ¼ uk
h0

ergibt sich

K ¼ 2A2"w:

Die Gleichung (6.40) hat in der Situation (4.27) die Form

un
2 � Auq ¼ 2A2"w:

Für (4.46) lautet die Gleichung (6.41)

� 2A2

a0

"w�uh
k þ un

2 � A"2w�2uq ¼ 0:

Unter Berücksichtigung von a0 ¼ uh0

k erhalten wir

K ¼ 2A2"w�:

Daher besitzt (6.40) die Darstellung

un
2 � A"2w�2uq ¼ 2A2"w�:

7
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