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Summary

We construct the general continuous solution of the Gotab-Schinzel
functional equation on the reals by extending the continuous solutions
of the same equation on Rxp, as described in [4]. This extension
procedure is based on the method applied in [4] to study the possible
zeros of a solution.
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*

In [4] bestimmten wir die stetigen Losungen f:Rso — R der
Funktionalgleichung

fx+yf(x)) =f(x)f(y), falls x,y,x+yf(x) € Rzo.  (GSI)

Ein verwandtes Problem, namlich die Bestimmung aller stetigen
Losungen f : R — R der Funktionalgleichung

fo+yf(x) =f(f (y), firx,y € Reo, (GST')

wurde in [2] gelOst.
In der vorliegenden Note wollen wir nun das Ergebnis von [4] und
die dort angewandte Methode, die hauptsichlich in der Untersuchung
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des Nullstellenverhaltens der Losungen besteht, dazu verwenden, alle
stetigen Losungen g : R — R der Funktionalgleichung von Gotab-
Schinzel,

g(x +yg(x)) = glx)g(y), firx,yeR, (GS)
zu finden. Die Losungen dieses klassischen Problems sind
wohlbekannt (siche z.B. [1], pp. 132—-135, [3]). Es geht also hier in
erster Linie darum, die Tragweite der Methode aus [4] zu iiberpriifen.
Wichtige Literaturverweise zur Funktionalgleichung (GS) finden sich
z.B. in [2].

A. Wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger Hilfsmittel fiir
die folgenden Detailuntersuchungen. Unter einer Ldsung von (GS)
oder (GS1) verstehen wir hier stets eine stetige Losung.

Lemma 1. a) Ist g eine Losung von (GS) und ist g(§) # 1 fiir ein
£ e R, so ist
* §
g (&)

T 1-g(9)
Nullstelle von g.
b) Ist 7 Nullstelle der Losung g von (GS), so ist fiir jedes x € R

g (x) ==x+zg(x)
Nullstelle von g.

Der Beweis ist im wesentlichen der gleiche wie bei Lemma 1
in [4]. [ ]

Lemma 2. Ist g Losung von (GS), so ist g : x — g(—x) (fiir x € R)
ebenfalls Losung von (GS).

Beweis. Es ist (hier wird keinerlei Regularititsvoraussetzung
verwendet)

8(x +yg(x)) = g(—x — yg(—x)) = g((—x) + (=y)s(—x))

= g(—x)g(—y) = g(x)g(y)- u

Man bemerkt, daB fiir jede Losung g von (GS) f := g|p_, Losung von

(GS1) ist. Somit geniigt es, zu den in [4] angefiihrten Losungen

f 1 R>p — R von (GS1) alle moglichen Fortsetzungen g : R — R (also

mit g|R>0: f) zu finden, die (GS) l6sen. Fiir die Losungen von (GS1)

verweisen wir auf den Satz in [4]. Unter einer Fortsetzung g : R — R

einer Losung f von (GS1) verstehen wir im folgenden die Fortsetzung
zu einer stetigen Losung g von (GS) (mit glp_ = f).

B. Es sei f(x) =1 fiir x € R>o. Ist g Fortsetzung von f, x € R,

so wihle yp € R>o, fiir das x+yp € R>o. Dann ist einerseits
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gyo+x)=f(yo+x) =1, glvo) =f(yo) = 1, andererseits folgt aus
(GS)

1 =g(yo +x) = g(vo +x8()) = g(v)g(x) = g(x), x€R,

also g = 1.
Es sei nun f(x) = 0 fiir x € R>o, und g Fortsetzung von f. Dann
finden wir aus (GS) fiir x € R

g(x) = g(x +0-g(x)) = g(x)g(0) = g(x)f (0) = 0,

somit g = 0.

C. In diesem Abschnitt bestimmen wir die Fortsetzungen g der
nichtkonstanten Losungen f von (GS1) ohne Nullstellen, also von
f(x) =x+ 1, x € Rsp, mit v > 0. Nach Lemma 1la) ist fiir jedes
x>0

X X 1
JEEIC T

Nullstelle von g. Gemdl Lemma 2 bilden wir g, sodal g|, ./ eine
Losung ¢ von (GS1) mit ¢(0) =1 und der Nullstelle 1/v ist.
Daher ist (mit y > 0)

vx+1, —1/y<x <0
2) g(x):{’yo x/Z—l/i

g (x)

oder
b) gx)=9x+1,x<0.
Im zweiten Fall b) hat g nur eine Nullstelle, diese mu8 —1/+ sein,
und es folgt v = 7, also
gx)=w+1, xeR.

Im ersten Fall a) wollen wir ebenfalls v = 7 beweisen. Angenommen,
v#74. Da —1/5 die groBte Nullstelle von g ist, so ist —1/y <
—1/4. Es sei y > 0. Dann ist nach Lemma 1b)

212
——
<

|
2| =

g*jl/;/()’) :y_%f()’) :y—%(’yy"f‘ 1) = (1 B

Nullstelle von g, also
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und wegen 0 < v/ < 1,0 < 1 —~/7, also y < 0, ein Widerspruch.
Somit ist auch hier v = 4, und

_ w1, 1y <x
“ﬂ_{ 0, x<-1/v.

Dies ist tatsichlich Losung von (GS).

D. Es sei f(x) =yx+1, x>0, mity<O0, g bezeichne die
Fortsetzung von f. Es ist wieder (sieche Lemma 2) g| [0,00] eine Losung
von (GS1) mit dem Anfangswert 1. DemgemiB ergeben sich fiir
¢ := 8l|_o0 o) Nach dem Satz in [4] die Mdglichkeiten

a) p=1,x<0,

b) p(x) =9x+1 (mit y <0), x<0,

¢) p(x) =4x+1 (mit ¥ >0), x<0,
1 (>0, —1/53<x<0

d) Sp(x) _{ 07 XS _1/,7

Der Fall a) erweist sich als unmdglich, mit den gleichen Argumenten
wie bei der Fortsetzung von f(x) = 1, x C R>o, in B.
Im Fall b) beweisen wir v = 4. Es ist namlich (sieche Lemma 2)

. —Ax+1, x>0
—’YX+1, XSOv

eine Fortsetzung der Losung x — — 4x + 1(—3 > 0) von (GS1), also
nach C., 1. Teil. ¥ = 7. Somit finden wir im Fall b)

gx)=m+1, xeR,

und dies ist Losung von (GS).
Im Fall ¢) sei x €] — 1/7,0[. Dann ist nach Lemma 1b)

1
g7, (x) == x — —g(x)
1/ v

Nullstelle von g. Da

x—lg(x) :x—l(ﬁx%— 1)= (1 —2>x—l, x—lg(x) >x> !
v 8 v 2 2 v
wegen g(x) > 0, falls —1/9 < x < 0, fiir die betrachteten x, so erhilt
man (1 —4/v)x—1/y> —1/~, und wegen —7/v > 0 also x > 0.
Dies ist ein Widerspruch, Fall ¢) also nicht moglich.
Im Fall d) fiihrt dieselbe Rechnung wie bei c¢) zu einem
Widerspruch.
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E. SchlieBlich sei

_ fmx4+1(y<0), 0<x<-1/y
f(x)_{ O, xz_l/%

g wieder die Fortsetzung von f.
Die Fortsetzungen durch

a) g(x) =1, x <0, bzw,
b) g(x) =4x+1 (7 > 0), x <0, bzw,

x+1(y<0), —-1/y<x<0
ox= {0 VTS

werden durch analoge Schliisse wie bisher ausgeschlossen.

Im Fall a) wire nidmlich (mit g gemiB Lemma 2) ghfoo’o[,
mit gf;_ o(x) = —yx+ 1 (=7 >0), Fortsetzung der Ldsung
g 10,00 = 1 von (GS1), was nach B, unméglich ist.

Im Fall b) fiihrte die Betrachtung von g zusammen mit D. c) zu
einem Widerspruch, da sonst die Losung g .,; mit &l .[(x) =
1 —3x (—y < 0) von (GS1) die Fortsetzung g mit ’

oy 1= (y>0), —1/7y<x<0
g(X)_ { 07 XS—I/"}/,
hitte.

Ahnlich im Fall ¢). Dann hitte ndmlich g|[0,oc[’ mit

g’[O,oo[(x): 1—’7)6 (_’7>0)? 0<x< _1/’77
eine Fortsetzung g der Form

v 1= (y<0), 1/y<x<0
g(x)_{ 07 XS 1/7,

was nach D. d) nicht sein kann.
SchlieBlich bleibt

d) g(x) =x+1(7<0), x<0.

Dann schlieft man, wie in C., daB v =+, also g(x) =yx+ 1,
x € R, was tatsidchlich Losung von (GS) ist.

Zusammenfassend erhalten wir also folgendes bekannte Resultat
wieder.

Satz. Die stetigen Losungen g von (GS) sind gegeben durch

a) g =0,
b) g(x) =w+1, ~€R,
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x+1, x< -1
C)g(X)={70 x>_1//:; <0,

x+1, x>-—1
d)g(x):{70 x<—1//3 v > 0. .
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