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Die Arbeit [8] aus dem NachlaB des beriihmten Physikers
Smoluchowski ist eine seiner ideenreichsten Arbeiten. Auf diese
Arbeit, die nicht leicht zugénglich ist, hat mich Prof. O. Preining
aufmerksam gemacht, wofiir ich ihm herzlich danke. Ich will aber
nicht auf die in dieser Arbeit entwickelte Theorie des Zufalls
eingehen, in der auch die Theorie der willkiirlichen Funktionen von
Poincaré' erwihnt und als geregelter Zufall bezeichnet wird, sondern
einige Beispiele seiner Arbeit besprechen, z.B. die Lissajouschen
Figuren.

Als einfachstes Beispiel betrachtet Smoluchowski die Funktion
X
=sin — 1
y ; (1)
und schreibt auf Seite 97: ,,Setzen wir voraus, daf3 a im Wert klein ist

im Vergleich zur Schwankungsbreite der ,,Ursache* x, so wird auch
Ax =2ma sehr klein und es resultiert fiir die ,,Wirkung* y eine von

'vgl. [4].
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der Wahrscheinlichkeit des x weitgehend unabhingige Haufigkeits-
verteilung

11
dy = ———dy.** 2
w(y)dy 7TVT_—y—zy (2)

Ich habe nun in der Arbeit [2] einen anderen Zugang zu der oben
genannten Verteilung gefunden.

Es sei w = (x;) eine in E = (0, 1{ gleichverteilte Folge im Sinne von
Hermann Weyl, d.h. fiir jede im Riemannschen Sinne integrierbare
Funktion G auf E ist

N 1
lim £ 57" Gy = JO G(x)dx. 3)

N
TN

Ein Beispiel ist (ny — [ny]), wo +y irrational ist ([ ] GauBklammer).
Ist G sogar von beschrinkter Variation V(G), dann gilt

‘%gcm) - E G(x)dx

wo Dy die Diskrepanz von G ist (siehe [3] und [6]).
Es sei nun f eine stetige periodische Funktion mit der Periode 1 auf
der Zahlengeraden R. Weiters sei

a=minf,  f=maxf (5)

und sei F eine im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion auf
dem Intervall («, 3), so bilden wir uns die Funktion G, wo

G(x) = F(f(x)) (6)
ist. Es gilt dann (3) bzw. (4). Nehmen wir jetzt die Funktion
y = f(x) = sin2mx (7)

< V(G)Dy(w), (4)

und betrachten die Intervalle von E, wo die Sinusfunktion monoton
wachsend bzw. abnehmend ist. Es ist das Intervall (0,}), wo y
monoton wachsend das Intervall (Bild) (0,1) durchlduft, dann das
Intervall (},1), wo es abnehmend das Bild (0,1) durchlduft. In
(%7% geht es weiter fallend von O bis —1 und dann im Intervall
(3,1) wird das Bild (—1,0) wieder wachsend durchlaufen. In jedem
dieser Intervalle, welche disjunkt sind, besitzt y die inverse Funktion
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11 = je nach dem Wachstum und es wird
-y

'F(y) 'F(®y)
Jo \/1—y2dy+J0 \/l—yzdy

+J°l%dy+f]%dy).

zu x mit der Ableitung + ﬁ

JIF(SinZTrx)dx: ! (

0 27

Es ist also

Jo F(sin 2mx)dx = %Jl %dy. (8)

Wir haben, wenn w = (x,,) eine gleichverteilte Folge ist,

N !

1 F

lim — ) F(sin2mx;) = —J idy
N=oo N Tlory/1—y?

und es gilt sogar

1N 1 F
'N;F(sm%rxk) —;J_ idy‘ < CDy,

14/ 1 —y?

wo
C = V(F(sin2mx)),

wenn die Variation V vorhanden ist.

Ein Beispiel ist x, = 5=, dann ist sin 27x, =sin n, vgl. (1) mit
a=1.

Man sieht gleich, wie die Verallgemeinerung aussieht: L4Bt sich £ in
endlich viele Intervalle (p;, 0;) zerlegen, so daB} die offenen Intervalle
)pj» 0 disjunkt sind,” also f dort monoton (wachsend oder abnehmend)
ist, das Bild von f in (p;,0;) genau (o, ) und die zugehorige
Umkehrfunktion g; differenzierbar ist.

Es ist

1
1(g)

g() = =T7(y).

*Im obigen Intervall sind die Intervalle an den Enden ({0,1) und (2, 1)) modulo 1
zu nehmen (wie im Sinus-Beispiel).
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Es wird dann

[ Feas=[ Fo (

0

‘cl Tj(y)>dy,

Jj=

WO
7(y) = g ).

Es ist dann (f(x,)) gleichverteilt in (e, 5) mit der Dichte 7(y) = o;(y)
im Intervall (p;, o;).

Wir konnen nun alles iibertragen. Es sei jetzt w = (x,,) = (X1, - - - , Xp5)
eine s-dimensionale gleichverteilte Folge in E°, dann gilt fiir jede
integrierbare Funktion G auf E* die Gleichung

N

.1 ,
Jim 5> 0) = | 6w )
wo dx=dx;----- dx, ist. Es gilt analog wie vorher fiir f(x)=

(fl(xl)a s ’fv(xs))

N 51 Bs
lim lZF(f(xn)) :j J F(f(x))dx,

N—oo N @ s

wo

aj =minfi(€) , G = maxfi(¢)

auf 0 <& <1 ist.
Nehmen wir als Beispiel

fi(§) = sin27¢
fiir alle j, dann gilt

N
lim N F(sin2mx,1, . . ., Sin 27x,;)

N—oo
n—

1 1
= J . J F(sin2mxy, ..., 27x5)dx; . . . dx.
0 0

Wir bestimmen nun die inverse Funktion zu sin27x;, dann brauchen
wir nur die x-Intervalle (c;, ;) in Teilintervalle (py, 04;) zu zerlegen.
Nachdem die Funktionen f; alle einander gleich und gleich sin2mx
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sind, konnen wir den eindimensionalen Fall (7) iibernechmen und
erhalten fiir das Integral

1! ! F(yi,...,vs
YJ J (Y1 y) L dy,
™)1 /1=y /1 —

Wir haben also z.B. fiir s=2

N
lim — ) F(sin2mx,, sin 27mx,;)
N—oo o
1 J' r F(y1,y2)
= d)ﬂdyz’ (*)
VI1=y/1 -

wobei (x,, x,») eine gleichverteilte Folge auf E? ist.

Wir konnen z.B. die Folge (na,nB) nehmen, wo «,( linear
unabhéngig im Sinne der Gleichverteilung, also «, /3,1 unabhéngig
sind. D.h. aus einer Gleichung

ka+168+m =0,

wo k, [,m ganze Zahlen sind, folgt k=/=m =0. Will man noch die
Diskrepanz der Folge ins Spiel bringen, so gilt

1 N
’ N Z —Integral

n=1

wo V(F) die Variation von F im Sinne von Hardy-Krause und Dy die
Diskrepanz der Folge ist.
Eine leichte Verallgemeinerung: Es sei

fn(x) = Jpsin2ng,,, m=1,...s
wobei J,, >0 ist, dann ist

1 1
J J F(Jysin2mxy, ..., Jysin 27mxg)dx; . . . dxg
0 0

Jl Jl F(Li&, ... J5&s)
\/1 e.. \/1 &

1J’1 J F(yi,...,5)

I R R A BV

Fiir s =2 haben wir die Lissajouschen Figuren, die Smoluchowski
auch behandelt.
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Im allgemeinen Fall teilen wir das j-te Intervall wieder wie im
eindimensionalen Fall in Teile (py;, 0y;), so da die offenen Intervalle
) Pij» 0xi( disjunkt sind, f; monoton und das Bild von f; in (py;, o)
genau (oy, 5;) ist und die zugehorigen inversen Funktionen gy,
differenzierbar sind. Wir setzen wieder

8, () = Fi(gy) = ()

und es wird

Jl Jl F(f(x))dx = Ji ...JmF(yl, )T Ty - dys,

0 0 (03] Qg

wobei

S(Jj)

7(yy) = ik ())

k=1

ist und
(i) = 1€ 0)]

ist.

Als weitere Anwendung beniitzen wir diese Formeln, um Integrale
zu behandeln, die in der Arbeit [5] in §3 als Anwendung auf Formeln
der speziellen Relativititstheorie hergeleitet wurden, vor allem die
falsch angegebenen Formeln S. 151 unten und S. 152 oben.

Es sei v = cos myp, allgemein v, = cos mkw. Wenn +, 6 Zahlen sind
mit v < 6, dann ist

cos Ty > cos .
Es sei f quadrierbar. Wir betrachten dann
1
N Z f(cos k) = Z U
6<cos Thp<ry 6<vk<'y

Beispiele:

Z

)

k 1

E M lim Jctgmp:—lgsinmp
T

gl

—7 sinmkp N—oo

7
l—vk

:—lgvl —v?
T
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1 1 1
2 —— lim —lt——:
) Z 1—1)]% ZSIHW]((/)N—@OW g%
1—cosmp 1 |10
1 +sinmp 1+ 02
3) —ka lim Jcosmpdgo—smmp——\/l—v2
T
. © .
4) —>» 1 lim Jdgp: fir v < v < 6.
Nk:1 N—oo T

v

Betrachten wir den kontinuierlichen Fall der Lissajouschen Figuren,
also die Kurve

x = x(t) = cosat
y = y(t) = cos 3(t =),

wobeli

B
")/ —_ —
«
eine irrationale Zahl ist.
Jetzt wollen wir den zeitlichen Mittelwert einer Funktion

1 T
M) =7 | glato).5(0)ar
0
heranziehen.
Wir haben nun statt der Weylschen Summen Integrale zu nehmen

(e(x)=€"):

T
W(T) = —J e(mi(hx(t) + hay(1)) ),
0
wobei h,h, ganze Zahlen und nicht beide zugleich Null sind (zur
Theorie (sogenannte C-Gleichverteilung) vgl. die Arbeit des Verfassers
[1D.

Wir stellen sofort fest, daf

W(T) = %(am + Bhy)
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und von Null verschieden ist, da v irrational ist. Wir haben also die
C-Gleichverteilung vor uns, d.h. fiir jede integrierbare Funktion (im
Riemannschen Sinne) g gilt

1

1
lim A(g.7) = j J F(€ n)dedn,

0Jo
wobei

g(cos 27€, cos 2mn) = f(&,n)

gesetzt wurde.
Es ist nach (x)

i 1t dédn
lim A(g,T) =— =J
JmAe. 1) =5 | | sten =G
Fiihrt man die sogenannte C-Diskrepanz Dz ein (vgl. wieder [1]), so
kann eine quantitative Abschétzung von |A(T, g)—J| durchgefiihrt wer-
den, wobei bei der Fehlerabschitzung die feineren arithmetischen
Eigenschaften von ~ ins Spiel kommen.

Betrachten wir kurz die Keplerbahnen und legen zunéchst den
Newtonschen Fall zugrunde, so ist bekanntlich die Ellipsenbahn in
Polarkoordinaten gegeben durch

P —
1+ kcos2mp

Es sei nun
o .
—_— =8 5 = l'l?
i 2

(in % ist II die Gauf3sche Zahl). Wir betrachten
p

= 1 + kcos2wly
und
1 &
)\N(I"> = N; ry,
SO 1st

. p 27 p
lim Ay = 2 = .
VN T ime V=R

Eine Fehlerabschitzung ist leicht zu geben.
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Betrachten wir den Fall, dal zur Newtonschen Kraft kr—@” die
Storfunktion
1 C
r 3 Cz
hinzutritt (C;, C, Konstante), so wird die zugehorige Differentialglei-
chung (vgl. z.B. [7], insbesondere S. 198)

L1 kM G

do? r_a+ar’

so ist die Losung bekanntlich

kM—i—Asin 1/ 1 K +C h
ryr = _— R
C2 CZSO 3 3

wo K>, Cy, C,, C3 Konstante sind und wir voraussetzen, daf3 IC{—; < 1ist.

Wir setzen
o\ :
<_> — emh?
T
und
K A? — B?
—2:0057rh9:7[2 12
G, Al —+ Bl
Wir erhalten als Bahnkurven die Rosenkurven
kM+R . 2AB c -
rn=|— sin —— ,
! C ! A? + B? pris

wo wir statt A jetzt R; gesetzt haben.
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