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Abstract

The explicit form and the three term recurrence relation for all the polynomial
solutions in ¢ + % (a,z € C,u € R) from g-operator equations of second order are
given.
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1. Einleitung

Im Report ,,The Askey-scheme of hypergeometric orthogonal
polynomials and its g-analogue‘‘ von R. Koekoek und R. F. Swarttouw
([1]) treten bei der Erweiterung des Askey-Schemas auf g-Polynome
29 Typen von reellen g-Polynomen auf, die jeweils aus gewissen
Orthogonalitatsfunktionalen hervorgehen. Die offensichtlich vorhan-
dene Heterogenitit 146t sich iiber Eigenwertprobleme mit g-Operator-
gleichungen zweiter Ordnung beseitigen. Dabei zeigt sich, daf} alle
im erweiterten Schema vorkommenden Polynomtypen im wesent-
lichen aus zwei g-Operatorgleichungen zweiter Ordnung entstehen.
Im genannten Report [1] erfolgt die grundsitzliche Voraussetzung
0 < ¢ < 1; hier wird zundchst g € R\{ — 1,0, 1} zugelassen. Dadurch
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besteht die (hdufig geniitzte) Moglichkeit von g auf % iiberzugehen.
AuBlerdem wird in dieser Arbeit noch keine Riicksicht auf die
Realisierung der Orthogonalitdtsfunktionale genommen.

Folgende Einteilung der 29 Typen aus [1] und der (vorlaufig) fiinf
Zusatztypen erscheint zweckméBig:

1. Polynome in x als Losungen reeller g-Operatorgleichungen (x € R,

geR\{—-1,0,1})

1 Big g-Jacobi 6 Little g-Laguerre

2 Little g-Jacobi 7 Stieltjes-Wigert

3 Alternative g-Charlier 8 Al Salam-Carlitz I

4 Big g-Laguerre 9 Al Salam-Carlitz 11
5 g-Laguerre 10 Discrete g-Hermite I

Bemerkung: Al Salam-Carlitz I geht mit g — - 1n Al Salam-Carlitz II
tiber.

II. Polynome in q~ " als Losungen reeller g-Operatorgleichungen

(xeR, ge R\ {1})

11 g-Hahn 14 Affine g-Krawtchouk
12 g-Krawtchouk 15 Quantum g-Krawtchouk
13 g-Charlier II (nicht im R.) 16 g-Meixner

17 g-Charlier I

II1. Polynome in ¢~ *+ uq™ als Losungen reeller q-Operatorgleichun-
gen (x, u€ R, g€ R"\{1})

18 g-Racah 20 Dual g-Hahn
19 Dual g-Racah (nicht im R.) 21 Dual g-Krawtchouk
22 Dual g-Charlier II (nicht im Rep.)

IV. Reelle Polynome in %+ % als Losungen komplexer g-Operator-
gleichungen (z € C, ue [R? geR\{—1,0,1})

IVI1aeR

23 Askey-Wilson 26 Continous big g-Hermite 1

24 Continuous dual g-Hahn 27 Continuous g-Jacobi

25 Al Salam-Chihara 28 Continuous g-Laguerre
IV2acC

29 Continuous g-Hahn I 31 g-Meixner-Pollaczek

30 Continuous g-Hahn II (erweitert)

(nicht im Rep.) 32 Continuous big g-Hermite 11

(nicht im Rep.)
V. Reelle Polynome als Losungen komplexer q-Operatorgleichungen

33 Continuous g-Hermite 34 Discrete g-Hermite 11
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Bemerkung: Die g-Operatorgleichungen von 1), 2), 3), 11), 12), 13),
18), 19), 23), 27) und 29) enthalten die Eigenwerte \,=¢q " — 1+
u(q" —1) im Gegensatz zu den iibrigen mit den Eigenwerten
M=¢q "—1. Die zuerst genannten Eigenwerte werden bei der
Dualitit eine entscheidende Rolle spielen.

2. Motivation fiir Polynome in ¢ + ug*(x,u € R,q € R*\{1})
mit Hilfe der Dualitat

Auf D.A. Leonhard ([2]) geht die folgende Erklarung dualer Polynom-
systeme zuriick.

Definition 1. Die reellwertigen Funktionen «, und )\, sind fiir alle x
aus R erklidrt, wobei k,#k,, und \,#\,, fir n#m (n,m=
0,1,...,N; NeN; N— oo zugelassen) gelten. Die x, und A,
werden Eigenfunktionen, die , und )\, Eigenwerte genannt. Ferner
liegen die Polynome y,(x,) und z,(\,) vom n-ten Grad in k, und A,
mit reellen Koeffizienten vor, die durch

yn(/{()):Zn()\o)Zl (I’l:O,l,...,N) (2.1)

aufeinander abgestimmt sind. Die Polynomsysteme {y,(x,)} und
{z,(Ao)} heiBen beziiglich k. und )\, dual, wenn

Va(bim) = zm(My) (n,m=0,1,... N) (2.2)

gilt. Bei Ubereinstimmung von y,(k,) mit y,(k,) fir n,m=
0,1,...,N heiit das Polynomsystem {y,(k,)} beziiglich &,
selbstdual.

Bemerkung. Die Definition 1 kann problemlos auf komplexwertige
Funktionen k, und ), iiber C erweitert werden.

Fiir die ¢g-Hahnpolynome y”(x) besteht nach [1] die g-Operator-
gleichung

Cx)yy (x+1)={C0)+D(x) }yy (1) +D )y, (x—1) =Ny (x) (2.3)

mit
C) =1 =g M)(1 —ag™), D(x)=aq(l —¢*)(B—-qg*" "),
M=q"—1+abqlq"—1) (,f€R n=01,...N;
VIS R\{_1707 1})
Die Verschiedenheit der Eigenwerte A, erreicht man durch

aB#qg "™ (n,m=0,1,...,N). (2.4)
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Die g-Hahnpolynome liegen in x vor, daher setzt man als erste
Eigenfunktion x, = x. Die entsprechenden Eigenwerte x,, = n sind fiir
n=0,1,...,N automatisch untereinander verschieden.

Die Konstruktion der Dualen g-Hahnpolynome z?()\,) kann mit
Hilfe von (2.3) erfolgen. Beschrinkt man sich bei (2.3) auf x=m
(m= 0,1,...,N), dann entsteht

C(m)y, (m + 1) = {C(m) + D(m)}y, (m)
+ D(m)ynH(m —1)= )‘n)’nH(m)-
Im Sinne von (2.2) soll y# (m) = z2()\,) erreicht werden, wozu man auf
Clm)zD 1 () — {C(m) + D(m) YD) + D(m)zE_, (M) = Miz(M)
ibergeht. Dann konnen aus
C(n)z 1 (A) = {C(m) + D(m)}z;) ()
+D(n)z2  (A) = Mzl () (2.5)

Polynome z2 () bestimmt werden, fiir die (2.2) gilt. Dazu setzt man
zB(A\y) = 1, hat nach (2.3) D(0)=0 und verlangt auBerdem

(Cn)=)1—-¢g""M(1 -ag"™")#0 firn=0,1,...,N— 1.

(2.6)
Dann gehen aus (2.5) Polynome z?(),) vom n-ten Grad in A\ (n=
1,2,...,N) hervor, fiir die bereits wegen der vorgenommenen Kon-

struktion z?(\g) = 1 gilt. Werden die g-Hahnpolynome noch so
normiert, daB y?(0) =1 gilt, dann stellen {y”(x)} und {zP(\,)}
beziiglich der Eigenfunktionen k, =x und A\, =¢ — 1+ afq
(g* — 1) duale Polynomsysteme dar (bestehend aus g-Hahnpolyno-
men und Dualen g-Hahnpolynomen).

Damit ist die Untersuchung von Systemen von Polynomen in
q "+ uqg® motiviert.

3. g-Operatorgleichungen zweiter Ordnung

Man geht von dem Eigenwertproblem
P(q2)(A23,())(2) + 4" (2) (Ag9,())(2) = F(gz) MPulqz)  (3.1)

aus; darin bedeuten p, ¢* und 7 Funktionen in z (z€C), A, den
Hahnoperator

(s, (N =2 B30y (2
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und A2 A(A,). Gesucht sind Eigenwerte )\, und Koeffizienten p, g*
und 7, so daf} zu jedem Eigenwert ), genau eine (bis auf einen von z
unabhdngigen Faktor) eindeutige Polynomlosung y,(z) vom n-ten
Grad in z existiert (n=0,1,2,...).
Nach Berechnung von
1 Yu(4°2) — (1 + 9)9,(42) + 49, (2)
(A25,())(z) = 4
alqg—1)z

ergibt sich fiir die g-Operatorgleichung (3.1) die Form
C(q2)3u(q’2) — {C(g2) +D(q2)}3,(q2) + D(g2)3,(2) = F(g2) AT (42),
mit

ooy plgz) b(ary — PL97) = (@ = 1)zq"(q2)
=y O (¢-1)2

Es ist vorteilhaft, durch Ubergang von ¢z auf z eine “symmetrische”
Form herzustellen:

<

E@n(g2) — {E@) + DE)}3a(E) + D)5, (5) = HDMd(2)

2

C(z) = _ap@) b(z) = qp(z) —qlg — 1)Zq*(z).

; 4 (3.3)
(q—1)°2 (q—1)°2
Bei positiv reellem z kann durch die Variablentransformation
z=q* (x€R, g€ R"\{1}, ze R") (3.4)

die Ersetzung der Argumente gz und Zin 3.3) durchx+1 und x— 1
erreicht werden:

2(92) = 3u(q"") = yulx + 1),
z .
(5) 5ulg'™") =l — 1) 3:3)
Neben ¥,(z ) = 9,(¢*) = yu(x) setzt man noch

() C(q ) Clx), D(z)=
D(q*) = D(x), #(z) =#(g") = r(x), (3.6)

so daB zur weiteren Bearbeitung folgende ¢g-Operatorgleichung
vorliegt:

C)yn(x +1) = {C(x) + D(x) }ya(x)
+ D(x)yn(x — 1) = r(x) Ay ya(x). (3.7)
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4. Polynomlésungen in ¢ + ug*(x,u € R,q € R"\{1})

Es wird nun festgestellt, welche Form die C(x), D(x), r(x) und A, aus
(3.7) haben miissen, damit zu jedem Eigenwert )\, genau eine (bis auf
einen von x unabhingigen Faktor) eindeutige Polynomldsung vy, (x)
vom n-ten Grad in ¢~ “4ugq" existiert. Dazu erfolgt entsprechend der
g-Theorie ([1]) der Ansatz

N halugta) a
Y )_; ) wk (n=0,1,2,..5a,,#0) (4.1)

mit (g% )y = L. (g %), = (1— g ) (1 — g 1) ... (1= g =)
(k € N) usw. Man iiberlegt sich leicht, daB die Summe Polynome n-
ten Grades in ¢~ “+ug™ liefert.

Die Berechnung der Differenzen y,(x+ 1) — y,(x) und y,(x) —y,
(x—1) aus (3.7) unter Heranziehung von (4.1) liefert von k un-
abhidngige Faktoren, die zu einer ersten Vereinfachung von (3.7)
fithren. Man erhalt
@ g ) — (075 9)i(ug ™t q)y
-

= (g™ = 1)(q "9 1 (g™ 59) . (42)

(¢

und setzt fiir die erste Vereinfachung

Cx) = 6I(MI —1)C*(x), D(x) = (ug™"" — 1)D* (),
P
r(x) = (ug ;( D r(x). (4.3)

Dann bleibt nach dem Einsetzen von (4.1) in (3.7) und nach Kiirzung
durch (ug™ ' — D(ug™ " — 1)¢g ~* (zuniichst wird ug™=" # 1 voraus-
gesetzt)

n —x. —x+1. X.
Z(‘I @)1 (ug™" ‘I)k 1C*(x)—(q @)1 (ug ’Q)k*ID*(x)an
— (4:9)5-1 (951
=r*(x) Ay, (x). (4.4)
Zur zweiten Vereinfachung wird
(@5 @1 (g™ @)y = (75 @) (™5 q)y
1 — qk—l

= T (”qzx - 1)(‘]7)#1%Q)kfz(”‘fH;CI)kfz (4.5)
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berechnet und

—1 ug® —1
q* b == q*
gesetzt; auBerdem kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

r*(x) = g festgelegt werden. Damit geht aus (4.4) nach Kiirzung
durch (ug™ — 1)g "~ (zunichst wird ug™ # 1 vorausgesetzt)

n —x+1. X.
(@ @)1 (ug™59), B(x) a,
— ()i

¢ )~ D) =

r(x) (4.6)

+Z( _x+l 2k 2( o ;q)k72 C*(x)an,k

— 492

- (g 9)(ug"39)
B A"q,; (q, s " 47

hervor (n=2,3,4,...; bei n=1 entfillt die zweite Summe).

Fiir n =0 mit yo(x) = aoo(# 0) ergibt sich aus (3.7) \g=0.

Fir n=1 mit yl(x) =ayp+ %;H“mam(au 75 0) entsteht
aus (4.7)

14+u— (g " +uqg”
B(x)a1; = AIQ{al,O + l(q_ 7 1 )01,1}-
Im Hinblick auf die Verschiedenheit der Eigenwerte wird A; #0
vorausgesetzt, so daB B(x) folgende Form erhilt:

Bx)=v+ (1 —¢g ") (1 —ug®)w (v,w € R; w=#£0). (4.8)
Zur dritten Vereinfachung wird B(x) in die erste Summe von (4.7)
eingesetzt, so daB fiir diese

n

Z(q 5 ) 1(u61 ;q)

g w((1—u)(1—4*1)

— (@D
o —u 4 ~ (@ i (g™ q)
R S 7
A{o(1 — ug®) —w(l — g )’ (1 — ug")}anx (4.9)

entsteht. Jetzt erkennt man, daf (4.7) nur dann bestehen kann, wenn
C*(x) den Term {—v+w(1 —g*)*}(1 —ug®) und (1—¢*)(1-
g ) (1 — ug™)(1 — ug™") enthilt:

C'w) ={-v+wll—g )V +o(l-q")
+7(1 =g ") (1 =g (1 —ug™")}(1 — ug®)  (4.10)
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(o, T€R). Wird noch D(x) mit Hilfe von (4.3), (4.6) und (4.10)
berechnet, dann ergibt sich der folgende Satz:

Satz 1. Die g-Operatorgleichung (3.7) kann nur dann Polynomlo-
sungen y,(x) aller Grade n in ¢ "+uq* (n=0,1,2,...) besitzen,
wenn ihre Koeffizienten die Form

C(x) = qlug™ " = 1)(1 —ug"){—v+w(l —g ) +o(l —q )

+7(1 =g ) (1 =g (1 —ug™")}, (4.11)
D(x) = (ug™" = 1)(1 — g ) {—v+w(l — ug*)* + o(1 — ug®)
+7(1 =g = ug™)(1 — ug™")}, (4.12)

r(x) = (ug™ " = 1) (ug™ = 1)(ug™" = 1)g>*  (4.13)
haben (u,v,w,0,7 € R; w # 0; g € R\{—1,0,1}).

Im Rahmen dieses Satzes konnen die Einschrinkungen ug®*'+# 1
und ug* # 1 entfallen.

Nach dem Einsetzen von C*(x) in (4.7) und Beriicksichtigung von
(4.9) ergeben sich durch “Koeffizientenvergleich” bei (¢~ *+ug")"
die Eigenwerte

M=@"=D{w+7rq1—¢" "} (n=0,1,2,...). (4.14)
Wegen w # 0 hat man nach Satz 1 im wesentlichen vier Fille:

a) 7 # 0 (darunter fallen die Polynome g-Racah und Dual g-Racah)
b) 7 =0 liefert drei Unterfille:

b.1) w — v 4+ ¢ # 0 (darunter fallen die Polynome Dual g-Hahn)

b.2)w — v+ 0 =0, 0 # —2w (darunter fallen die Polynome Dual
q-Krawtchouk)

b.3) w — v+ 0 = 0, 0 = —2w (darunter fallen die Polynome Dual
g-Charlier II)

Die C(x) und D(x) aus dem Satz 1 kénnen noch wesentlich ver-
einfacht werden. Aus (4.11) entsteht

g C(x) = q(ug™ " = 1) (1 —ug")
Aw+71q—2wto+7(1+q+uq)lg"
+[—v4+wHo+7(1 +ug+ug®)g” —rug®™ '} (4.15)
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und entsprechend aus (4.12)
7 D(x) = (ug™ " = 1)(1 - ¢")
Arq—[-v+wHo+7(1 +uqg + ug>)|q*
+ (2w + o)u+ 7(1 + g + ug®)ulg™
— (w+ @) q>}. (4.16)

a) 7#0: Fiir den Teil in der geschlungenen Klammer von (4.15)
ergibt sich

w+Tq — [2w+a+7(1+q+uq2)]q"
+[~v+wH o+ 7(1 +ug + ug®)|g™ — Tug™!

= (1 =x1g")(1 —x2q")(1 — x3¢7) (4.17)
mit
X1X2X3 X1X2X3
T= , w=1-— ,
uq u

SN (1 gt ug),
v=(x; — 1)(xs — 1)(x3 — 1). (4.18)

Dann liefert die geschlungene Klammer von (4.16) unter Ver-
wendung von (4.18)

7q — [~v+w+ o+ 7(1 +ug + ug®)g*
+ 2w+ o)u+7(1+ g + ug’ ulg™ — (w + 7)™
= (x1 — uq™)(xy — uq”)(x3 — ug*)u". (4.19)
b.1) 7=0, w—v+ o # 0: Fiir den Teil in der geschlungenen
Klammer von (4.15) ergibt sich
w— 2w+ 0)g* + (—v+w+ o)™

= (1 —x1¢™)(1 — x2q") (4.20)

oc=x1+x+x3—2—

w=1, o=x+x -2,
v=—(x; = 1)(xx—1). (4.21)

Dann liefert die geschlungene Klammer von (4.16) unter
Verwendung von (4.21)

— (v +w+0)g* + 2w + o)ug™ — wig*
= —(x; —uq®)(x2 — ugqg*)q". (4.22)
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b2) 7=0, w—v+0=0, o0%# —2w: Fir den Teil in der
geschlungenen Klammer von (4.15) ergibt sich
w—_2w+o)g" =1-x14" (4.23)
mit
w=1 o=x-2, v=x —L (4.24)
Dann liefert die geschlungene Klammer von (4.16) unter
Verwendung von (4.24)

2w + o)ug™ — wil g™ = ug™ (x| — uq”). (4.25)

b.3) 7=0, w—v+4+0=0, 0 = —2w: Fiir den Teil in der ge-
schlungenen Klammer von (4.15) ergibt sichw =1 (c = — 2,

v= — 1) und fiir den Teil in der geschlungenen Klammer von

(4.16) — u*q™, wenn w=1 beriicksichtigt wird.

Diese Ergebnisse werden im folgenden Satz 2 zusammengefalt.

Satz 2. Die g-Operatorgleichung
G C(x)y,(x + 1) = ¢*{C(x) + D(x)}y, (x) + ¢ D(x)y, (x — 1)
= (ug™ ™" = 1)(ug™ = 1)(ug™*" = 1)gAuy,(x) (4.26)

kann nur dann Polynomlosungen y,(x) aller Grade n in ¢~ + ug™
(n=0,1,2,... haben, wenn Ihre Koeffizienten die Form

/(1 —xlqi)(l —qui)(l — x3q%),
7 C(x) = qlug™ " = 1)(1 - uq’f)iﬁ :il;}x;fl - x%:q%),

1;

/(Xl —ug*)(x2 —ugq*)(xs —ug*)u"",
2 T o (x1 —ug*)(x2 — ug*)q*,
D0 = -1 -0
_u2q3x;
PR
u

haben (u,x1,x2,x3 € R; u#0; g€ R\{—1,0,1}; jeweils die
gleichen Positionen gehdren zusammen).
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Darin sind folgende g-Operatorgleichungen aus dem Report [1]
enthalten:

g-Racah (18) mit u = a3q, x| = aq, x, = $6q, x3 = yq(= q ).
Dual g-Hahn (20) mit u = af3q, x| = ag, x, = q .
Dual g-Krawtchouk (21) mit u= —p, x;,=q "

Der vierte Fall b.3) liefert die g-Operatorgleichung fiir Dual g-
Charlier Il (22) (im Report nicht enthalten). Die Polynome Dual g-
Racah (19) (im Report nicht enthalten) werden bei der Ermittlung der
dreigliedrigen Rekursionen behandelt.

Bemerkung: Man beachte, da3 mit g-Racah, Dual g-Hahn und Dual
q-Krawtchouk keineswegs nur endliche Systeme entstehen. Im Report
[1] wird durch g7V (N € N) immer die Endlichkeit erzwungen, was
keineswegs notwendig ist.

5. Polynomldsungen in : +° (a,u,z € C)
Aus £+ 12 1aBt sich folgendermaBien eine reelle Variable herstellen:
Man setzt

=6, a=ae 0,0 c R ac Ry), u=a.a= ae” . ae = o?

(5.1)

und erhalt

12— 0079 4 6049 = 20c0s 0+ ). (5.2)
Z a
Die mit (3.4) durchgefiihrte Uberlegung fiir den Ubergang von gx auf
x+1 und g auf x—1 ist hier nicht mehr moglich, so daf die g-

Operatorgleichung (3.3) verwendet werden muf3.
Entsprechend der g-Theorie ([1]) erfolgt der Ansatz

n

c oy oS~ @Ay »
y,,(z)_k;—(q;q)k ok (M=0,1,2,.. ;a,, #0). (5.3)

Man erkennt leicht, da3 die Summe bei reellen a,,; reelle Polynome
n-ten Grades in 7+ az(= 2acos (0 + ¢)) liefert. Die Uberlegungen
aus dem 4. Abschnitt lassen sich schrittweise auf diesen Fall
iibertragen, wobei einfach ¢ durch g und uq" durch az zu ersetzen ist.
Damit hat man
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Satz 3. Die g-Operatorgleichung
2. .. 2. PN 2o
3 C@Ia(g2) = 51C(2) +D(2)}3n(2) + 5 D(2)3(2)

- (ZZZ — q) <Zz2 — 1) (%zz - 1>)\n5’n(2) (54)

kann nur dann Polynomlosungen y,(z) aller Grade n in %+
az(= 2acos (0 + ¢)) besitzen, wenn ihre Koeffizienten die Form

(=) 0="0)0-7)

(1-39) (1=,
a

/ a
Xl—%

1

— (z1 — az)(zo — az)(z3 — az),
; < (z1 — az)(z2 — az),

a

) = < (1 —az

[y

a
a
1 — Z1Z%Z3 q”_l,
/1 aa
A= (g =

1

haben (a,z1,22,23 € C; g € R\{—1,0,1}; jeweils die gleichen
Positionen gehoren zusammen).

1) Zuerst wird a reell (p=0, z= ¢") betrachtet.
23) Setzt man im ersten Fall z; = ab, zo = ac, z3 = ad (z1, 22, 73 € R),
dann entsteht aus (5.4) die g-Operatorgleichung zu Askey-Wilson:
2
TN (2
a—zC(z) =(zZ—q)(1 —az)(1 —bz)(1 — cz)(1 — dz),
2
7 A
—D() = (47" = Dz = a)(z = b)(z = c)(z — ),

Storghed : (Zz — q)(z2 — 1)(6122 _ 1)(q*" _ 1)(1 o abcdqnfl)'
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24) Setzt man im zweiten Fall z; = ab und z, = ac(z1,z; € R), dann
entsteht aus (5.4) die g-Operatorgleichung zu Continuous dual g-Hahn:
2
TN (2
2C(@) = —g)(1 —az)(l = bz)(1 - cz),

%D(z) = (¢77 = 1)(z— a)(z— b)(z — ¢)z,

Storglied : (22 — q)(z* — 1)(gz> — 1)(g " — 1).

25) Setzt man im dritten Fall z; = ab (z; € R), dann entsteht aus
(5.4) die g-Operatorgleichung zu Al Salam-Chihara:
2

=0 = (&~ q)(1 — az)(1 - ba),

(12
2
{%D(z) = (¢ — 1)(z — a)(z — b)Z%, Stérglied wie bei 24).

Bemerkung. Die Koeffizienten z;, zo und z3 bleiben reell, wenn unter
den a, b, ¢ und d konjugiert komplexe Parameter vorkommen. Wie
sich dabei das komplexe a im Gegensatz zur Voraussetzung in I)
auswirkt, wird noch im Abschnitt 7 zu untersuchen sein.
26) Im vierten Fall entsteht aus (5.4) die g-Operatorgleichung von
Continuous big q-Hermite I:
Z . 2 2 - 2 3
200 = —g)(l —az), D)= (92 — 1)z~ a)z;
Storglied wie bei 24).

) a= ae ' wird komplex zugelassen (z= e’ ae R).
29) Aus dem ersten Fall von (5.4) entsteht die g-Operatorgleichung
zu Continuous q-Hahn I:

2 i
TN (=22 i z1€
3C0@) = (7 —q)(1 —ae Z)(l— o Z>

i i
(2202
« (8]

. i 1 .

N e

D(z) = (e Hqz* — 1) <1 — EZ> e (z1 — e'z)
(22 — a€7)(z3 — e'z);

Storglied: (e*97% — q)(e*?7* — 1)(e*@qz*> — 1) (¢ — 1)

212223 ;1
()

2

QN| Ny
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30) Aus dem zweiten Fall von (5.4) entsteht die g-Operatorgleichung
zu Continuous g-Hahn II (nicht im Report):

2 it i
—2i z1€ 20€

5 0() = (72 = g)(1 - ae"bz)<l - la Z) (1 - za Z>,

2 . . RN . .

= D(2) = —(e7q2 — 1) <1 N EZ> EZ(ZI — ae'z)(z2 — aez);

Storglied: (€*97% — q)(e*°7> — 1)(e*%qz* — 1)(¢™" — 1).
31) Aus dem dritten Fall von (5.4) entsteht die g-Operatorgleichung
zu g-Meixner Pollaczek:

L@ = (2 - g a1 —Zlei¢z),

«
< —2ip 2 e 2ip 2 i
= D(z) = (e qz—l)l—aze 7 (21 — ae'z);

Storglied wie in (30).
32) Aus dem vierten Fall von (5.4) entsteht die g-Operatorgleichung
zu Continuous big q-Hermite II (nicht im Report):

2
2 ) i

2 C@) = (777 —q)(1 - ae”z),

Z2 i ) eié 3id 3
a2D( 7) = — (e H0q7* — 1)(1 —;z)ae 7

Storglied wie in (30).
6. Explizite Gestalt der Polynomlosungen in
q “tug'(x,ucR; geR"\{1})

Nach dem Einsetzen von C*(x) aus (4.10) in (4.7) und Beriicksichti-
gung von (4.9) entsteht

n

Z (qix;Q)k—l(uqx;q)k—l {qu_l + W[(l - u)(l . qk—l)

k=1 (q; CI)kfl
+ (1 =g ) —ug")]}ank

7x+1; u x+1;
(¢ 9)io(ug Dia {o+7(1— g (1 - uq”l)}

M
(1= g1~ ug*)ay, = nqz - g,
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Daraus ergibt sich durch Ubergang auf zwei Summen:
n

- uq*; 1—gk
Z(q Q) ( q Q) { qk? [W+Tq(1_ )]_)‘HQ}an,k

k=0 (an)k
LN (ug ),
k=0 (q;Q)k
l—qk 2
{qu—%W‘f'(]—qk)O—
1— k—1 1— k k+l_1
NIE ST P
q

wenn a, ,+1 = 0 gesetzt wird. Fiir kK = n entstehen wieder die Eigen-
werte A, aus (4.14). Durch “Koeffizientenvergleich” bei (¢7;¢q),
(ug*; q), erhilt man fiir die a,,; die zweigliedrige Rekursionsformel

{wlg™* - q‘”) +7qlg 1+ ) =g (1 + ¢ ans
= {~vg™ +[(1 = ¢"w —d‘o +q(1 = ¢ ") (1 —ug"")7]
(1—g¢q )}an,kH (k=n—1,n—2,...,1,0; @y, #0).
(6.1)
Fiir die Differenz der Eigenwerte aus (4.14) ergibt sich
A=dm="—qg")w+7rq)+7(d"—4").  (62)
Mit der Verschiedenheit der Eigenwerte A, und A, fiir n,m=
0,1,2,...(n#m) ist auch der Koeffizient von a,; in (6.1) von null
verschieden. Dann konnen aus der zweigliedrigen Rekursionsformel
(6.1) alle ayu(k=n—1,n—2,...,1,0) eindeutig in Abhingigkeit
von ay,(# 0) bestimmt werden.

In den vier Fillen aus dem 4. Abschnitt ergeben sich aus (6.1)
folgende zweigliedrige Rekursionen:

) =) (1= ),

= (1 =x14")(1 = x2d) (1 — x3¢")an 115 (6.3)
b.1) q(1 — " Mans = (1 —x1¢") (1 — x2¢") @y ps1; (6.4)
b.2) q(1 = ¢ Mane = (1 = x1d")ans11; (6.5)

b3) q(l - qk_n)an,k = dpk+1 (k =n- l,l’l - 25 ceey 1,0, Anp 75 0)
(6.6)
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Verwendet man aus der g-Theorie ([1]) die Darstellung

) al,...,ay )
' s<b1,...,bs q’Z>
00 X . (sfr+1)(k) k
-y (a1;9); - - - (ar;9),q 2z (677
= (01:9); - (0 @) (1) g5 9),
dann entsteht bei a) durch die zweigliedrige Rekursion (6.3) aus dem
Ansatz (4.1)

) = Z”:(q’”;q)k(uqx;@k(q ") (222 g ) g
! paar (15 q) (23 @) (433 9) (a3 )
(139), (23 9),, (%35 9) ,Gnn
(7" 9), (222 g1 q),q"
U n x1X2X3 n—1
=4¢3<q 74 1 q;q>, (6.8)
X1,X2,X3

wenn a,, entsprechend gewidhlt wird. Es handelt sich dabei um die
Polynome g-Racah (18) (u # 0).

Bei b.1) entsteht durch die zweigliedrige Rekursion (6.4) aus dem
Ansatz (4.1)

n

Z(q‘*;q)k(uqx;q) (a7 9)d" (xl,q)n(Xz;q)na
pd (13 @)1 (023 )i (@5 D (a5 @) 1"

—X7u X7 —n
= 3¢2<q 11 61;61>7 (6.9)
X1,X2

Yn(x) =

n,n

wenn a,, entsprechend gewihlt wird. Es handelt sich dabei um die
Polynome Dual g-Hahn (20).

Bei b.2) entsteht durch die zweigliedrige Rekursion (6.5) aus dem
Ansatz (4.1)

n

o = S~ @59 a) (7" ), “(x159),,
) = ; (3 9)i (g5 9)i (a7 9) 4"

—x,u )C, —n
= 3¢2(q 704 q;q), (6.10)
xl,O

n,n

wenn a,, entsprechend gewiahlt wird. Es handelt sich dabei um die
Polynome Dual g-Krawtchouk (21)
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Bei b.3) entsteht durch die zweigliedrige Rekursion (6.6) aus dem
Ansatz (4.1)

n

3 (a5 9),(ug™;9),(q7"; 9),q"
— (@ 9@ q9),9"
q uqt,q"
=3% :q), 6.11
( 0.0 | q> (640

wenn a,, entsprechend gewihlt wird. Es handelt sich dabei um die
Polynome Dual g-Charlier Il (22) (nicht im Report).

Yn(x) =

n,n

7. Explizite Gestalt der Polynomlésungen in 7 +“(a,u,z € C)

Die Uberlegungen aus dem 6. Abschnitt lassen sich wieder auf diesen
Fall iibertragen, wobei g* durch 2 und ug* durch az zu ersetzen ist.
Insbesondere bleiben die zweigliedrigen Rekursionen (6.3)—(6.6)
giiltig (an die Stelle von x1, x;, x3 treten z;, 22, z3). Aus diesen Rekur-
sionen geht hervor, da3 bei reellen z;, 25, z3 und bei entsprechender
Wahl von a,, reelle Polynome in %+ az(u=aa; n=0,1,2,...)
entstehen.

I) Zuerst wird a reell (¢ = 0,z = €") betrachtet.
23)Mit z; = ab, 2o = ac, z3 = ad(z1, 22,23 € R) entsteht analog zu
(6.8) die explizite Form der Polynome Askey-Wilson
(ab; q),(ac; q),(ad; q), nn
(a7 q),(abcdq""; q), 4"
473 (ae'e, ae, g™, abcdg""!
ab,ac,ad

¥ (cos ) =

q;q>- (7.1)

24) Mit z; = ab, z, = ac(z1,z2 € R) entsteht analog zu (6.9) die

explizite Form der Polynome Continuous dual q-Hahn
b: . —if i ,—n

((l ’?)n(ac? q)n A p 3<I’2 (ae ,ae ,q q: q> . (72)
(@ a),qa" ab, ac

25) Mit z; = ab(z; € R) entsteht analog zu (6.10) die explizite Form
der Polynome Al Salam-Chihara

(ab;q) o[ ae™ ae® g
—— g, 3%2 v iq |- 7.3
T, " ab,0 |71 (7:3)

Bemerkung. Die Polynome (7.1)—(7.3) bleiben reell, wenn unter den
a,b,c,d konjugiert komplexe Parameter vorkommen.

¥ (cos ) =

¥ (cos ) =




50 P. A. Lesky

26) Analog zu (6.11) entsteht die explizite Form der Polynome
Continuous big q-Hermite |

(278 & (aeia, aeie, q
nq"

—n

(g7 q) 0,0 - q) ' 74

II) a = ae™ ™ wird komplex zugelassen (z = € o € R).
29) Mit z; = af3, 2 = oy, 73 = ad(z21, 22,23 € R) entsteht analog zu
(6.8) die explizite Form der reellen Polynome Continuous g-Hahn 1

(aB;q),(a; ), (b q),,
(20)" (g7 9), (Vg™ 1 q),, 4"
39, < aeﬂ'(@ﬂb), aei(9+¢), g, Oéﬁ’y(Sqnfl . q>.
af, ary, ab

(7.5)
30) Mit z; = af3, 220 = ay(z1,22 € R) entsteht analog zu (6.9) die
explizite Form der reellen Polynome Continuous g-Hahn II (im
Report nicht enthalten)

¥ (cos ) =

¥y(cos (6+ ) =

n,n

(aB;q),(ar;q), ;

2a)" (¢ 9), 9"

R ( e~ (0+9) qei0+0) q"
af, oy

31) mit z = af(z; € R) entsteht analog zu (6.10) die explizite Form
der reellen (auf zwei Parameter erweiterten) Polynome g-Meixner
Pollaczek

yi(cos (6 + ¢)) =

g; q)- (7.6)

(af;q)ann
2a)" (g7 q), 4"
05 ( ae~i0+9) qpi0+0) gn
af,0
Bemerkung. Die Polynome (7.5)—(7.7) bleiben reell, wenn unter den
a, 3,7, 6 konjugiert komplexe Parameter vorkommen.

32) Analog zu (6.11) entsteht die explizite Form der reellen Poly-
nome Continuous big q-Hermite Il (im Report nicht enthalten)

s 040D = ot
)

| 3¢2<aei(0+o L aelt+9) gn

Ya(cos (0 +¢)) =

q; q)- (7.7)

e
iq |- 7.8
0.0 q q) (7.8)
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8. Dreigliedrige Rekursionen fiir die Polynomlosungen
in g +ug*(x,u € R;qg € R"\{1})
Zur Gewinnung von dreigliedrigen Rekursionen beziiglich des
Polynomgrades n ld6t sich vorteilhaft die Dualitit verwenden.

a) Die g-Racahpolynome aus (6.8) zeigen eine gewisse Symmetrie
beziiglich x und n, aus der eine Dualitit entsteht. Dazu setzt man
einerseits y,(x) = y,(k,) mit der Eigenfunktion

Fe = (g7 = 1)(1 — ug”)
und betrachtet andererseits z,(x) = Z,(\;) mit der weiteren Eigen-

funktion
=01

u

Dann ist fiir die Polynome

—n X1xx3 n—1

vt 7)67” xa [T
) =43 (414 ) ) )

und
—X X1XoX3 X

znux):ﬂs(q e q;q) (=a) (82

X1,X2,X3

die Bedingung (2.2) mit ¥, (km) = Zn(A1) (n,m =0,1,2,...) erfiillt.
Wegen ko= X\ =0 ist auBerdem y,(ko) =Z,(Ao) = 1(n= 0,1,
2,...), so daB auch die Bedingung (2.1) erfiillt ist. Nach der
Definition 1 sind also die Polynomsysteme {,(x.)} und {Z,(\)}
beziiglich x, und A, dual (selbstverstindlich mufl neben A\, # A, aus
(6.2) noch k, # Ky, fiir die betrachteten n # m erfiillt sein). Es ist
naheliegend, die Polynome Zz,(\,)(= z,(x)) als Duale g-Racahpoly-
nome (19) zu bezeichnen (nicht im Report).

Die g-Racahpolynome y,(x) aus (8.1) geniigen nach (3.7) fiir
x = m der Gleichung

C(m)yn(m+ 1) = {C(m) + D(m)}ya(m)
+ D(m)yn(m — 1) = r(m)Anyn(m),
aus der mit y,(m) = y,(km) = z2u(A) = zm(n) die Gleichung
COm)zms1(n) — {Clm) + D(m) }zu(n) + D(m)zn1(n) = r(m)Anzn(n)

hervorgeht. Zieht man C(m), D(m) und r(m)\, aus Satz 2 heran,
dann ergibt sich fiir die Dualen g-Racahpolynome z,(x) neben

(1 _uq))\x
(1 —x1)<1 —)Cz)(] —X3)

—

2ox) =1, z(x)=1-
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die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)
(ug™ " = 1)(1 = ug")(1 —x14")(1 = x2¢") (1 = x3¢")z0+1 (x)

— {(qunl _ 1)(1/{6]2" _ 1)(uq2n+] o 1))\x + (uq2n71 _ 1)

(T =x3q") + i(uqz’””l —1)...(x3— uq")}zn(x)

uq
- lq (ug® ' = 1)(1 — ¢")(x1 — ug")(x — ug")
- (3 — ug")zu—1(x). (8.3)

Der Vergleich von (8.2) mit (8.1) zeigt, da3 bei Ersetzung von u
durch #:2% die z,(x) in die y,(x) lbergehen. Auf diese Weise ergibt
sich fiir die g-Racahpolynome y,(x) neben
(0 — x1X2X3) Ky

M(l —X1)(1 — Xz)(l — X3)
die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)
u(x1xx3¢”" % — ) (1 — xp003¢" ) (1 = x14") (1 — x24")

(1= x3¢" Y1 (%) = {(erxax3g™ 2 — ) (xixoxsg™ ™' — u)

. (xlxycngn — U)Ky + u(x1x2X3q2"72 —u)

yo(x) =1, yi(x)=1-

(T =x3¢") + (x1x2X3q2" —u)
(1= 03¢ Fyn(x) — (x1x22x3¢7" — )
(1= ¢") (= x1x02g" ") (= x103¢" )

(= xx3q" )yua (). (8.4)
Will man beziiglich der Potenzen von ¢~* + uq* monische Polynome
ymon(x), dann ist das mit Hilfe von

y”(x)_(xl;q)n(xz;q)n(X3;q;)ny" @ (1=123.) &

erreichbar. Dann ergibt sich fiir die monischen g-Racahpolynome
ymor(x) neben

mon

Yo (x) =1,
u(l —x1)(1 —x2)(1 — x3)
u — X1X2X3

W) =g +ug* —1—-u+
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die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)
Y1 (%) =
= {q‘x—iruf— 1 —ut

u(u—x13¢" (1 —x1¢") (1 — x2¢") (1 — x3¢")
(u—x120023¢" 1) (0 — x1X2x3%")
(1 —¢")(u—x1x2¢" ") (u — x103¢" 1) (1 — x22x3¢" ") 0 (1)
(1 — x1x223¢°"2) (u — x100%3¢>" ) "
Cu(l—g")(u—x1200¢" ") (u = x1x3¢" 1) (= xox3¢" ) (U — x1200239" )
(—x1200x39%"3) (u fx1x2x3q2”*2)2(u — x1x0x3¢% 1) )
(1=x1¢"" (1 = x2q" ") (1 = x3¢" ")y} (x). (8.6)

+

+

+

Der (positive) Faktor beim y™7(x) stellt in der dreigliedrigen
Rekursion das d, dar. Nach dem Satz von Favard existieren genau
dann positiv definite Orthogonalitditsfunktionale fiir die g-Racahpo-
lynome, wenn die d, positiv sind (n = 1,2,...,N mit N € N bzw.
N — o). Eine entsprechende Vorzeichendiskussion und die Rea-
lisierung der zugehorigen Orthoganalititsfunktionale soll (auch fiir

die folgenden Fille) andernorts erfolgen.

b.1) Fir die Dualen g-Hahnpolynome z,(x) 1aBt sich iber die g-
Hahnpolynome y,(x) eine dreigliedrige Rekursion beziiglich n gewin-
nen. Die g-Hahnpolynome geniigen nach [1] der g-Operatorgleichung

(1 =x1¢")(1 = x2¢")y,(x + 1)
—{(1 =x1g")(1 = x2¢") + (1 — ¢") (1 — x122¢" ")}y, (x) + (1 — ¢%)
(= xxoxng Dy, (0= 1) = (7" = D(1 —ug")y,(x).  (8.7)

Wie bei a) entsteht daraus fiir die Dualen g-Hahnpolynome neben

)\x
W) =1 al)=l-g— 57—

(A= (g" =11 —ug"))

die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)

(I =x14")(1 = %24")zp41(x)
=N+ 1 =x1¢")(1 = x20") 4+ (1 = ¢")(u — x1x2¢" ") }20(x)
— (1= ¢")(u — x1x24"")zp1 (x). (8.8)
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Will man beziiglich der Potenzen von ¢ + uq”* monische Polynome
Z7°"(x), dann ist das mit Hilfe von

5k .
Z"(x)_(xuq)n(m;q)n (=123 (89)

erreichbar. Dann ergibt sich fiir die monischen Dualen g-Hahnpoly-

nome z'°"(x) neben

ngn(x) =1, Zrlnon(x) =q " tugt+xix—x1—x2—u

die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)

() ={g " +ug* —q"(u+x1 +x2) + x1x2g" !

"+ g = 1)} ) = (1= ¢") (e — xixg" )

(1= x1g" (1 = x2¢" ")z (). (8.10)
Der (positive) Faktor beim z°](x) liefert das d,, bei dessen Posi-
tivitdt positiv definite Orthogonalitdtsfunktionale existieren.

b.2) Fiir die Dualen g-Krawtchoukpolynome z,(x) 1Bt sich iiber die
q-Krawtchoukpolynome y,(x) eine dreigliedrige Rekursion beziiglich
n gewinnen. Die g-Krawtchoukpolynome geniigen nach [1] der
g-Operatorgleichung

(I =x1¢")y,(x+ 1) = {1 —=x1g" + u(l — ") }y,(x)
+u(l—¢q")y,1(x) = (¢7" = D)(1 = ug")ya(x). (8.11)
Wie bei a) entsteht daraus fiir die Dualen g-Krawtchoukpolynome
Z°"(x) neben

Ax

D0 =1, al) =1- 1=

(A= (g7 = 1)1 —ug"))
die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)

(1 —=x1¢")zns1(x) = {g™* +ug™ — ¢"(u+ x1)}z4(x)
—u(l — q")zu—1(x).
Will man beziiglich der Potenzen von ¢™* + uq”* monische Polynome
Z°"(x), dann ist das mit Hilfe von
1

Zn(x) = ) 2"x) (n=1,2,3,...) (8.13)

(8.12)




Reelle Polynome 55

erreichbar. Dann ergibt sich fiir die monischen Dualen q-Krawt-
choukpolynome z'°"(x) neben

X)) =1, Z/'"(x)=q¢ " +uqg*—x —u
die dreigliedrige Rekursion beziiglich n

Z1 () ={q" +ug” — q"(u+x1)}z, " (x)

—u(l—¢")(1 —xig" ")z (x). (8.14)
Der (positive) Faktor beim z°}(x) liefert das d,, bei dessen Posi-

tivitdt positiv definite Orthogonalitdtsfunktionale existieren.

b.3) Fiir die Polynome Dual g-Charlier II z,(x) 148t sich iiber die
Polynome g-Charlier II y,(x) eine dreigliedrige Rekursion beziiglich
n gewinnen. Mit Hilfe von (6.11) findet man die g-Operatorgleichung
yn+l(x) - {1 + M(] - qx)}yn(x) + u(l - qx)yn—l('x>

= (¢ = D — uq")y,(x); (8.15)

wie bei a) entsteht daraus fiir die Polynome Dual g-Charlier 1l neben
20(x)=1, zi(x)=q¢*+ug*—u

die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n =1,2,3,...)

a1 () =g +uq* —ug"}zu(x) —u(l — ¢")z1(x).  (8.16)
Die Polynome z,(x) sind bereits monisch beziiglich der Potenz von
g+ uqg*. Hier ist d, = u(1 —g"), bei dessen Positivitdt positiv
definite Orthogonalitdtsfunktionale existieren.

9. Dreigliedrige Rekursionen fiir die Polynomlosungen
in¢+%“(a,u,z€C)

Die Uberlegungen aus dem 8. Abschnitt lassen sich auch hier ver-
wenden, wenn ¢* durch > und ug* durch @z (u = a - @) ersetzt wird
(an die Stelle von x;,x,, x3 treten z;, 22, 23).

I) Zuerst wird a reell (¢ = 0,z = €") betrachtet.

23) Mit z; = ab, zp = ac, zz = ad (z1,22,23 € R) entsteht aus (8.6)
fiir die (monischen) Polynome ¥, (cos @) von Askey-Wilson neben

Yo(cosd) =1,

1
2(1 — abcd)
{a+b+c+d—abc —abd — acd — bed}

y,(cos ) = cos —
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die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)

nr1(cosb)
_ n—1 _ n | _ n
_ {0039—1 {a—}—l— (1 —abedqg")(1 ;zli(]l )(1 —acq )2(1 adq")
2 a a(l —abedg™ " )(1 — abedg™)
_n _ n—1 _ n—1 _ n—1
_a(l=¢")(1 - beq i }2(1 bdgq )2(1,1 cdg )]}ﬁn(cow)
(1 —abcdq™=)(1 — abedg™ ")
(1 =g¢")(1 —abedg" ") (1 — abg"")(1 — acq" ") (1 — adg"")(1 = beq"™")
4(1 — abcdg® =) (1 — abedg™%)* (1 — abedg™ ™)
(1= bdg" ") (1 = cdg"")3,_,(cosb). 9.1)

Bemerkungen. Die Polynome von Continuous g-Jacobi (27) stellen
einen Spezialfall der Polynome von Askey-Wilson (23) dar.

Die Polynome von Continuous q-Laguerre (28) gehen aus den Poly-
nomen von Continuous q-Jacobi (27) hervor (ein Parameter lauft
gegen 00).

24) Mit z; = ab, z, = ac(z1,z2 € R) entsteht aus (8.10) fiir die
(monischen) Polynome y,(cos @) von Continuous dual q-Hahn neben

1
Vo(cosf) =1, y,(cosf) =cosf — E(a + b+ c—abc)
die dreigliedrige Rekursion beziiglichn (n=1,2,3,...)

. " abc ., . .
ynﬂ(cosﬁ):{cosﬁ—%(a+b+c)+7q" g™ + ¢ —1)}

$,(cos8) — 3 (1= ¢")(1 — abg")(1 — acg" ™)
(1 = beg™")$,_(cosb). (9.2)

25) Mit z; = ab(z; € R) entsteht aus (8.14) fiir die (monischen)
Polynome y,(cos #) von Al Salam-Chihara neben

a+b

Yo(cosf) =1, y,(cosf) =cosb —

die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n =1,2,3,...)

n

Vpy1(cos ) = {cos& - % (a+ b)}yn(cos 0)

1

(1= g") (1 —abg" )3, (cos0). (93)
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Bemerkung. Die Rekursionen (9.1)-(9.3) bleiben bestehen, wenn
unter den a, b, ¢, d konjugiert komplexe Parameter vorkommen.

26) Fiir die (monischen) Polynome ¥,,(cos ) von Continuous big g-
Hermite I entsteht aus (8.16) neben y,(cos#) =1 und y,(cos @) =
cos § — 5 die dreigliedrige Rekursion beziiglich n (n = 1,2,3,...)

bieost) = 4 (1= )51 (cos0).

(9.4)

Bemerkung. Die Polynome von Continuous q-Hermite (33) geniigen
der dreigliedrigen Rekursion (9.4) mit a=0 (symmetrische Poly-
nome).

) a = ae™™ wird komplex zugelassen (z = € o € R).

29) Mit z; = af, 22 = oy, z3 = ad(z1,22,23 € R) entsteht aus
(8.6) fiir die (monischen) Polynome y,(cos (6 + ¢)) von Continuous
qg-Hahn I neben

Yo(cos (0 +¢)) =1, Ji(cos(0+¢)) =cos(f+¢) _m

Aa+B+v+6—afy—afbd— ayd — (v}
die dreigliedrige Rekursion beziiglich n (n =1,2,3,...)

Yns1(cos (6 + ¢))

= {cos(9+¢)—%[a—é

(1 —apyéq" " )(1 — aBg")(1 — arg")(1 — adq")
(1 — apyog*~1)(1 — afyog™)
a1l =¢")(1 = Byg" (1 = B6q" ") (1 ~ 7561”1)} }
(1 = apyog*—2)(1 — afydg* ")

*9u(cos (0 + )
—(1=¢")((1 = apyéq" ") (1 — afg" ") (1 — arg" ")

(1= adqg" ") (1= Byg" ") (1 — 864" "))

(1 —=78¢" )31 (cos (0 + ¢)) /4(1 — a3y6g™" )

(1= aBysg™ )’ (1 — aBrég™ ). 9.5)

30) Mit z; = af, 22 = ay(z1,22 € R) entsteht aus (8.10) fiir die
(monischen) Polynome y,(cos (6 + ¢)) von Continuous q-Hahn II

n

Vpp1(cos ) = {005«9 - a;z

i
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neben

Jo(cos (0 +¢)) =1, Fi(cos (6 + ¢)) = cos (0 + ¢)

@t B4 - apy)

die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)

n

uia(cos 8-+ 0)) = feos (0+.6) = 4 (ot 54)

«
+ ffyqnfl(qrﬂrl +qn _ 1)}

3,(cos (0-+9)) — (1 —4")(1 — afig"™)

(1= ayg" ") (1 = Byg" )9, (cos (0 + ¢)).
(9.6)

31) Mit z; = af(z; € R) entsteht aus (9.14) fiir die (monischen)
Polynome y,(cos (0 4 ¢)) von g-Meixner-Pollaczek neben

Solcos (0-+6)) = 1. 3,(cos 0+ ) = cos (6.+ ¢) — 17
die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n = 1,2,3,...)
Vpi1(cos (0 + @) = {cos 0+ o) — aTMq” }jf,,(cos 0+ 9))

1 n n—1\4
=1 (1=a")(1 = aBg" )3, (cos (0 + ¢)).
(9.7)
Bemerkung. Die Rekursionen (9.5)—(9.7) bleiben bestehen, wenn
unter den «, 3,7, 6 konjugiert komplexe Parameter vorkommen.
32) Fiir die (monischen) Polynome ¥, (cos (6 + ¢)) von Continuous
big q-Hermite II entsteht aus (8.16) neben y,(cos (6 + ¢)) = 1 und

yi(cos (0 + ¢)) —§ die dreigliedrige Rekursion beziiglich n(n =
1,2,3,...)

ua(cos 0+ 00) = {(cos (0..0)) = 54" beos (0.4 )

3 (=31 cos (04 6). 9.8)
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In allen Fillen aus diesem Abschnitt ist die Positivitit des Faktors
beim —y,_, fiir die Existenz eines positiv definiten Orthogonalitéts-
funktionals entscheidend.

Zusammenfassung

Von den 34 Polynomtypen aus der Einleitung wurden die 5 Typen in
g + ug* (IlI) und die 10 Typen in ? + % (IV) durch eine g-Operator-
gleichung abgedeckt (dargestellt in (4.26) bzw. (5.4)). AuBerdem wur-
den die Polynome von Continuous g-Hermite (33) mit (26) erledigt. Die
weiteren 18 Polynomtypen und eventuell zusitzliche Typen, die kom-
plexen g-Operatorgleichungen geniigen, miissen noch geordnet werden.
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